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RESUME. — Sur R" nous considérons les systémes perturbés X, ol le paramétre £>0 tend
1 vers zéro, modélisés par I'équation d'Iio :

dx* =gs(x%) diy+b (e, x°)dt,
‘f o8 o est Je brownien de R?, et les coefficients 5, b sont lisses, dépendant dy temps. Pour

J§ ume large classe de Parties A de I'espace des chemins continus Cyg,,(R") nous calculons des
i développements précis du type : :

prSad

2
;. PtoneA)=e ™ Ds 0 mifgg 4 g 6t 4g et o (et

\
'

" od A{A4)>0est la classique fonctionnelle d’énergie.
f
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ABSTRACT. — Small random perturbations of dynamic systems: asymptotic

J cpansions. On R we consider the Perturbed systems x*, where the parameter e>0 tends
. 10 zero, modelized by the 1o equation:
y i

. & dx*=¢gs (x‘l) dw+b (e, x%)dr,

g

. where o is the Brownian motion on R? and the coefficients 5, b are smooth (and time
2{' dependent). For a large class of subsets A of the space of continuous paths Clo1) (R we

;| tompute precise expansions of the form:

Foney=e™ s mig, Lo s Loyt rogeh]

; ; where A (4)>0 is the classical energy functional,
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0. Introduetion

Sur un ouvert U de R™ considérons une famille x° de diffusions (non
homogenes dans le temps) indexées par un « petit » paramétre réel >0,
et vérifiant les équations d'Ito :

(1) dx;=gs, (xf) do,+b, (¢, x)dt,

ol o, est le brownien sur R*. On suppose les champs matriciels et vectoriels
$:(x), b, (€, x), suffisamment lisses, et a,(x)=s,(x) s, (x)* inversible,

Les x* modélisent, quand ¢ —+0, de petites perturbations aléatoires du
systéme dynamique déterministe x° donné par :

(2 dx)=b,(0, x{)a.

Renvoyons 4 VENTSEL-FREIDLIN [12] et Azencorr [1] qui cernent les
aspects essentiels de cette question.

Soit C(U) I'espace des chemins continus sur [0, T] & valéurs dans U.

Pour une large classe de parties mesurables 4 de C(U), on sait (cf: (1], [12)
et DONSKER-VARADHAN [7]) que lorsque ¢ -0 : :

(3) 2 10g P (3, re )~ A (4)=—inl, ,,)(1),

ot A: C(U)— [0, + 0] est une fonctionnelle d’action (ou d’¢nergie), qui
vaut lorsqu’elle est finie :

T
(4 L= f L2 =b,(0, S 2,(0) =L = b, (0, Sl
9

Dans cet article, nous prouvons que si le bord de A est assez lisse, on a £

en fait un développement asymptotique précis du type :

(5)  P(x, r€A)=eT MDD RGy 4 g et 4a, 640 (gh4e))

avec p>0 déterminé par 4, et L lié a la classe de 04 et celle des coefficients £

de dx*.
En fait, il faut distinguer deux cas trés différents :
SiA(4)=0, on a alors A,=0cet donc:

P(G, reA)=ao+a,e+. .. +ar et +0 (glte).
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Si A(A)$£0, on a alors en général ay=0-et -

P, reA)~ga, e” AN+ (Ayje)

i

iffusions (non

5 < 0’ ! i erif
tre reel £>0, | Remarquons dailleurs que lorsque b, (¢, x) vérifie :

6,0, x)=4, 5,(0, x)=0,

) t ¢¢ qui est par exemple le cas lorsque b, (g, x) ne dépend pas de g, on a
Is et vectoriels 4. tovjours A, =0, de sorte que pour la situation générique A(A)#£0, on
sible. ¥ constate alors que :

aleatoires du .
P0G, red)~ea e A 0e?

ce qu’il n’est pas possible de deviner partir de I'estimation classique (3).

Pour obtenir le développement (5), ‘l'hypothése essentielle est la
i cerment les  f spivante ; on Suppose que le minimum de Pénergie N sur A n'est atteint
qu'en un nombre fini de points, cas dont I'étude se raméne immédiatement
- dcelui oul A atteint son minimum en un seul point de 4. Nous démontrons
. que cect est toujours vrai pour A convexe avec A (A) assez petit. De plus, il
' nous faut supposer qu’ay voisinage des points f € 9A rels que L (f)=A(4),
le bord de A est suffisamment différentiable. Cette restriction est naturelle
car elle interviendrait déja en dimension Jinie pour étudier des développe-
. ments asymptotiques aussi simples que celui de p(n A) avec n — + o et p
i} mesure gaussienne sur un espace euclidien.

: Tous les termes du developpement de P (x"€ A) sont calculés ici, explicite-
# ment pour A,, et a I'aide de formules probabilistes explicites pour les g,
iz0.
Notre approche combine la méthode de Laplace appliquée directement
a des intégrales « oscillantes » definies sur I'espace de Wiener, et I'utilisa-
+ tion de la formule de Taylor stochastique (¢f Bismur [5], MALLIAVIN [10}
i et AZENCOTT [2)) qui développe les solutions des équations d’Ito dépendant
4 d'un paramétre. Cette méthode, apparentée aux points de vue de
/' ScHILDER [11] et ELLSWORTHY-TRUMAN [8], nous a d&ja permis de traiter
i efficacement plusieurs problémes délicats de développements asymp-
4 totiques (AzencorT [2], [3] et AzencoTT-Doss (4]) concernant Ies intégrales
“§ du type Feynmann-Katz, fes densités de diffusions en temps petit, '"équa-
3 tion de Schrédinger & constante de Planck évanescente,
L'efficacité formelle de ces outils de calcul se confirme donc clairement
* 4. pour nous depuis deux ans, Du point de vue technique, cette approche

eurs dans U.

it (¢f: 1), [12]

‘énergie), qui

ez lisse, on a

g-*)),

s coefficients
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des démonstrations rigoureuses de la validité deg développements obtenus,
bien que les estimations nécessaires réclament dans chaque cas un certain
acharnement. Il serait bien entendy trés intéressant d’avoir une Jjustification
systématique générale de la validité des développements formels de ce type,
et nous avons (3 moyen terme ) une vue assez optimiste sur I'existence
d’un formalisme indolore et garanti mathématiquement.

Signalons enfin Pintervention cruciale (cf. § 10) d’un grossissement de
filtration par wune variable gaussienne (cf JEULIN et CHaLEYAT-
MaureL [9), [6) qui se préte ici & quelques jolis calculs polynomiaux et
échappe, en toute rigueur du moins, aux formules de [9] et [6).

Plan commenté de Particle
1. Systémes dynamiques perturbés, — On introduit les diffusions (x%)
données par (1) et les hypothéses sur Jes cocfficients s, b.

2. Transformée de Cramer, — L'énergie A et son rayon de convexits
RC(x)en xeR™

3. Développements asymptotiques de P (x§, re A). — Les résultats essen-
tiels; validité du développement (5) pour A convexe et A(4)<RC(x); cas
des diffusions en temps petit.

4. Localisation du calcul. — Sur yp voisinage f+V du fedA tel que
A(f)=A(4), on écrit AN (f+ V)={g|H(g)>0} avec H(/)=0 et H
lisse construite avec soin (equation locale corrigée); remplacement de 4
par AN (f+V); application de la formule dé Girsanov pour avoir :

I(z%)
2

P(’Q’)‘ TEA)"'E[IHU‘ +;“)>o°xP““‘;—-],

avec dz'=es(f+z% do -+ [b(e, f+25~b(0, Fldt et 1(z%) fonctionnelle
numérique explicite de 25, 1 et dz"

5. Polynémes er processus a queue exponentielle lente. — L'espace W
des processus tels que P ( W,z =r)<exp(—cr®) avec ¢, a> 0 stabilité
de ¥ pour les fonctionnelles polynomiales et intégratiOnsAstochastiqucs
browniennes, ’

6. Développement de Taylor Stochastique de 2. — On écrit
F=gg,+,.. +eMgy+eMtig, L avec &1 - - &4 donnés par un systéme

d'Ito en cascade, g, gaussien, et un « reste » a1
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7. Développement de Taylor stochastique de 1(z").

F-287

= On_obtient-pour

1{)=Jg+eJ, +. .. +E T Ty +eN T,

avec Jo=A(4), J; =0, J, calculée & partir des dérivées A’ A” de I'énergie A.

{ 8 Développement de Taylor stochastique de Z=g ' H (f +z% — On
), obtient des v.a. r,e %~ telles que :

p )

4 Z=¢'H(f+2)=r +er,+. .. +e" ety

ned

lﬂl‘ pour JA de classe (n+3) en f
§ O Caleul du terme principal de P, reA). ~ Une étude de la forme
|

quadratique [\ ( /) —¢ H* (/)] ot ceR* est déterminé par L' (f)=c H'(f),
{ fournit des nombres Ao, Ay, A, tels que

P(Xoc' ,-GA)~exp(— gyo'f' éa"l' +A2)E(12>0X),

| e X~exn (=N (). g, +0g)),

ou @ est une forme quadratique
: explicite en g, dg,.

i+ 10. Relations de dépendance entre les Bprp € Y=H'(f)g,. — Une
4 situation de grossissement de |a filtration brownienne parla v. a. gaussienne
[ Y=H'(f)g,; on calcule explicitement ;

&= Zos.-s,i G Y, ri= Zos:s;Rﬂ Y, Jj= ZO.Sistﬂ Y,

-l avec des processus G, etdes v.a, R, Jy indépendants de Y. .
3 11 Calcul formel du developpement de P (g, re ). — On développe :

‘% 4(5)~E(lz>ox)~5(lz,,,,>oX)v)

Zosr=r\ter,+. ., +e" L,

et

c
XN=CXP{"E n+1+¢gf+C[5("3"-73)+52("4—J4)+‘ . ]}

. Pour cela, on remplace g,, r» J; par leurs expressions (8§ 10) en termes de

4 puissances de Y et on conditionne par la famille finie des G, R,, Jiui le

JUO

4 ¢eur du calcul consiste 3 développer une intégrale gaussienne ne dépendant
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que de Y ete, par un changement de variable solution d’unc équation
algébrique de degré n,

12. Justification rigoureuse des caleuls formels, — Troncature de toutes
les v. a. en vue au niveay 1/e” avee y>0 petit et méticuleuses estimations.

APPENDICE
Compléments sur [a fonctionnelle A (4)

A.1. Domaine de convexite stricte de Iénergic. — FErude précise de
I'énergie A an voisinage (pour plusieurs topologies) de ¢ tel que A (@) =0;
rayon de convexité, '

A.2, Fonctionnelle de Cramer et ouverrs conbexes. — Pour 4 ouvert
convexe, on prouve A(A)=A(A) z=limwoazlogP(x5| r€A), et si A(A)
est assez petit, I'unicité de (e g tef que A(f)=A (4)=A (A).

A. 3. Utilisarion de Péquation locale de 4, — Etude de A et 0A au
voisinage de f & 0 A tel que A (f)=A (4); forme quadratique [A" (f)—¢ H* N

(voir plus haut les définitions de H, etc.); estimation de N (A4) fonctionnelle
qui détermine 'ordre I des développements asymptotiques, '

1. Systéme dynamique perturbé

1.1, LE MODBLE

Soit U un ouvert de R™ Pour chague ¢ 0, 120, considérons un champ
de m-vecteurs b, (g, Z) et un champ de (m x k)-matrices s:(¥) sur U. Soit g,
un brownijen k-dimensionnel. '

Considérons la famille d’équations differentielles stochastiques (d’'Ito)
sur U indexées par le paramétre £ 0, g coefficients dépendant dy temps t,

() dx‘=as(x‘)dm+b(;, x) dr.

L'indice de temps t sera systématiquement myer dans les fonctions
Xs Sy by, les différentielles dw, dxt ... Nos hypothéses sont les suivantes ;

(2) Ilexiste N entier =0 tel que, pour chaque ¢ >0, b, (g, 2) et s, (2) soient
de classe (N -+ 3) en £20, ze U, avec leurs différentielles d’ordre SN+3 |

2 SERIE — TOME 109 — 1985 — o 3
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continues en
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(3) Pour to
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(4)
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1.2, Lgs g

Soit c(
muni de la n
des g C(U) -
gIELZ [01 T'J‘
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systématique,
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2. Transfor

2.1, Convg

L’indice de

f @, (g)dw, q
!
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continues en ¢t >0. Noter ,I,’jnglusi,on_,dc.s==ﬂ0nda.ns—le~domaine de régularité

ature de toutes
:s estimations.

ide précise de
I que X (@) =0;

our 4 ouvernt
1), et si A(4)

A et 64 au
(N)=cH" (/)]

) fonctionnelle

ns un champ
sur U. Soit o,

tiques (d’Ito)
t du temps |,

es fonctions
s suivantes :

1 5, (z) soient
rdre <N 4+3

de b.
(3} Pour tout t20, ye U, la matrice carrée a,(y)=5,(p)s*( ») est inversi-
ble et on note I'(»)=aqa,(y)1

Il existe alors une wiuque diffusion minimale x* solution de (1) sur U;
pous notons C* son temps d’explosion. Les x* modélisent de petites perturba-
tions aléatoires du systéme dynamique limite (déterministe) :

(4) do,=b,(0, ¢,)dt.

Dans tout ce texte, nous supposons Jixés le point initial xe U de tous
les x* er un nombre T>( tel que le temps d’explosion dérerministe L0 de

: x°= o vérifie T<(P,

1.2. LEs EspacEs C.eT C,

Soit C(U) lespace des fonctions continues sur [0, T] a valeurs dans U,
muni de la norme || || usuelle. Appelons C, (U) le sous-espace affine
des g C(U) tels que 8o=x. Notons C, (L) I'espace des ge C_ (V) tels que
g'€L,[0, T) muni de la distance hilbertienne ; '

ls=tll=[ [ le-rra]”

En tout point, les espaces tangents & C, (U) et C,(U) sont respectivement
identifiés au Banach Cy (R™) et au Hilbert Co(R™). Par abus de langage
systématique, nous écrivons C. C; au lieu de C_(U), C.(U), et Cy, C; au
liew de Cy (R™), Cj (R™).

2. Transformée de Cramer

2.1. CoNvENnTION

Y
Lindice de temps t est muer dans les intégrales du genre f D, (g)dr,

f D,(g,)dw, que nous notons fd)(g) dt, f P (g)do. De plus, pour feC,,

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES
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nous notons fe L, [0, T) la fonction :

M Li=fi=b,(0, £),

2.2, RAPPELS

Au  systéme perturbé 1.1 est  associce une  fonctionnelle
AiC.-]0, + 0], valant + co hors de C; et donnée par, lorsque fe C,,

T T
@ L=1 f T Jas ! fo F* L) Far
0

Suivant les contextes (¢f 7], 1], [12)), A est appelée énergie, action, ou
transformée de Cramer, -

On sait (cf, [1)) que A est semi-continue inférieurement sur C, et qu'il
existe o (x)>0 tel que I'ensemble {geC, | (2)<a) soit compact dans C,
pour chaque a < (x). D'ailleurs o(x) vaut :

a(x)":inf{}"(g)lgecx» glo, T[=U, Hml - r.S’::Bu}»

ot 8y est le point & I'infini du compactifié de U, En particulier, A atteint
sa borne inférieure sur tout fermé de C, rencontrant {geC, A ()< (x)}.

Pour toute partie borélienne 4 de C., on pose :
3) A(A)=inf,_, 2 (g)
et on a (cf. [12], 1) :
4 —~A(A) <lim, , , 92108})("3, T€A)
‘ sﬁﬁwoazlogP(quTeA)s-A(E).

En particulier, pour A ouvert convexe de C.,
(appendice A .2, 1) que :

limg.,oazlogP(J@, r€A)==A(4)= -A(d)

et P(x5, r€A4) devrait étre « de I'ordre de » exp{—A(A4)/e?. Cest ce que ;
asymptotique de §-

nous allons préciser jci
P(x§ reA).

Le résultat fondamenta] est le théoréme 3, 3 ci-dessous, que nous tradyi.
sons aussi dans le cadre des diffusions en temps petit.

bar un développement

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N 3
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2.3. LE RAYON DE CONVEXITE DE A

: fonctionnelle
lorsque fe C.,

dt.

ergie, action, ou

- sur C, et qui]
ompact dans C,

Sy},

culier, A atteint
JrA (@ <a(x)}.

€A)< —A(A).

ous montrons

J. Cest ce que
mptotique de

ie nous tradui-

1 Sous les hypothsses 1.(2) et 1.(3), il est clair que la restriction de . &
i C: est de classe N+3; nous donnons au paragraphe 7 les expressions de
- et A”. Appelons rayon de convexité de A en x et notons RC (x) le supremum
§ . des nombres p, 0<p<a(x) vérifiant :

¥ SifeCetA(f ) <p, alors la forme quadratique A”( f) est définie positive
1 sur .

Nous montrons (appendice A, 1.2) que I'on a toujours RC(x)>0.

3. Développements asymptotiques de P (x ;¢ A)

3.1. LES DEUX TYPES DE DEVELOPPEMENT

Soit A un borélien de C,. Avec des hypothéses convenables sur A, nous
¢ allons calculer les coefficients et prouver la validité de développements du
4 type suivant : ' _
,.( (1) Si A(4)>0, il existe un entier L, un nombre M avec L<M<L+1
I et des coefficients réels Ay 4. .. ap tels que '

P(§ red)=e= WD NI e ta, 62 ... +ay ek + o (eM)].

(2) Si A(A)=0, il existe un entier L, un nombre M avec L <M< L+1
4 et des coefficients réels 8,>0,a, ... a, tels que :

PG red)=ag+a,e+... +a, 8"+ o0 ().

3.2. LECASTRIVIAL e 4

4  Débarassons-nous d’embiée d'un cas trivial : lorsque A(4)=0, la trajec-
 toire limite déterministe ¢ = x° donnée par 1.(4) appartient nécessairement
1 4 4. Le cas pedA est convert par (2) mais non trivial, et donc étudié plus
4 loin; par contre, le cas q)e;i est trivial, car on a alors a,=1,
4 ay=ay= o= = 0, et de plus‘L et M sont arbitraires. En effet, si oe A,
4 le fermé A=C_~ A vérifie A(A)>0, et donc, d’aprés 2.4, pour ¢ assez
1 petit, on aura :

P e rsenp( -1 4D,

3
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d'ou :
A .
1—~exp<—-i— i\~—a(—z—2> SP(xh, reA)SP (x5 red)K]

et, par suite, pout tout entier L :

PGS, red)y=1+0(ct"?),

ce qui prouve bien la validité de (2).

3.3. THEOREME. — Soit x* le systéme perturbé 1.(1) a coefficients de
classe N+3, vérifiant 1.(2) et 1.(3). Soient A la transformée de Cramer :
associée et RC(x) son rayon de convexité en x. Soit A un ouvert convexe |
de C, tel que A(A)<RC(x), et supposons le bord 04 de classe C®. Alors,
les développements asymptoriques (1) et (2) ci-dessus pour P (x5, r € A) sont
valides avec L=N et M quelconque vérifiant L<M < L+1.

Ce résultat est un corollaire du théoréme technique 3.7 ci-dessous.

3.4, HYPOTHESES SUR A

Nous allons supposer que le borélien A de C. verifie (3) et (4)
ci-dessous :
(3) 1 existe un unique point fe 4 tel que A=A (A).

(4) Si fe0A, on suppose 34 de classe (n+3) au voisinage de f, c’est-d- F

dire Pexistence d’une boule W de centre 0 et de rayon r dans C, (R”), et
d’une fonction G : f+ W — R de classe n+3, telles que : g

AN +W)={geC,|G(g)>0}.

3.5. REMARQUE

Dés que (3) est réalisée, le cas fe.4 implique A (A4) fini, donc fe Cl et §.

par suite A (f)=0, ce qui (¢f appendice A.1.1) force S=¢ e £
A(f)=A(A)=A(4)=0. On se trouve alors dans le cas trivial 3.2 déji f

étudie, de sorte que, sous (3) et (4), nous pourrons supposer systématiquement

S edA. ;
Signalons (cf. appcndi::c A.3.1) que (3) et (4) impliquent toujours
AN =A(A)=A(4)=A(A).
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| 3.6. REMARQUE

Soit RC(x) e rayon de convexité de A en x (¢f. 2.3). Alors
(¢/. appendice A .2, 2),

l'assertion (3) est toujours vraie.
Enongons maintenant le résultat technique principal de ce trayajl qui,
avec 3. 6, implique le théoréme 3.3

3.7. THEOREME.
(N +3) vérifiant 1.

0<n(4)x1, ayant la propriété suivante :les développements asymptotiques

(1) er (2) de P(x5, reA) som valides & condition de prendre Pentier L et le
nombre M tels que :

L<M<inf[N+1, M+2)n(AI<L+1.

Preuve. — La preuve de 3.7 accupe le reste de Iarticle. Bien entendu,
nous donnons des formules probabilistes explicites pour’les coefficients
des développements (1) et (2). '

3.8. ESTIMATION DE n(A)

La formule 9.(10) donnant N(A4) n'étant pas explicite, il est utile de
Temarquer que m(A) tend vers 1 quand A(A4) -0, et cecj uniformément
pour tous les 4A=C, vérifiant 3.4 et convexes au voisinage du fe 4 te]

qQue A(f)=A(A4). Nous fenvoyons a I'appendice A.3.6 pour plus de
précisions sur ce point. -

3.0 APPLICATION AUX DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT

Sur un ouvert U de R™, considérons la diffusion y, de point injtial x et
de temps d’explosion ¢, définie par:

d=0c(y)do+B(y)dt,

ou B, o sont respectivement up champ de m-vecteurs et un champ de
(m, k)-matrices sur U, de classe N+ 3, avec go* inversible, Pour étudier
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la portion de trajectoire Y0, ¢4 qQuand € — 0, on fait (¢f- [1]) le changement
de temps x{=y, 2 de sorte que x* vérifie ;

dx® =80 (X*) d® &2 B (x*) d,

ol ® est un nouvean brownien k-dimensionnel, et on est ramené a étudier
la trajectoire x§ , dans Ce(U) Si deC (), le développement de
P(x5, € A4) fournit des développemants asymptotiques non triviaux pour
des probabilités concernant Yio,u) @vec u—0, Par exemple, si F est up
ouvert convexe C* de (R™) et si a .. & sont des réels >0 fixés, on
obtient ainsi, quand u —+0, un développement asymptotique pour
P[(ym,l, <+ s Yua) €F], de la forme :

e"Mol[g ylizy +ag ut* o (M),

lorsque (x, ..., x)¢F et de Ia forme :

(Gotayu® ... a4+ 40 (™)),

quand (x, ..., x)eF Signalons que, les systémes perturbés impliqués dans

ce contexte étant plug particulier que 1. ( 1) car ici b, (g, z)=¢g? B(z) est nul .|

pour g =0 ainsi que sa premicre dérivée en £ On a toujours A, =0 dans le
développement générique 3, (1).

4. Localisation du calcul

4. 1. EQUATION LocALE CORRIGEE DE A

Aﬂ(f+W)={Yef+WfG(y)>0} et G'(f)#0,

Posons G, =G’ (f) et soit K= Co le noyau de G,. Fixons heCy tel que |

G, h=1. Alors, I'équation implicite :
(1) G +Y k) h+k)=0, kek,

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N~ 3
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(6)
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4 admet une unique solution locale ¥ : U, >R, ot U, est un petit voisinage

; i{;‘dc-O—rdanrs—Keroit*u":“"C;—:-S“R Ta’fonctionnelle affine

1 u(Y)=G, (y— f),

eSOt H: f+V - Ria fonctionnelle de classe (n+3) définie par la formule
' suivante, ¥ étant une boule de centre 0 et de rayon r assez petit dans C,,

b o HM=u()— Yy~ —u@)h].

Nous appelons H Péquation locale corrigée de A car on a, pour r assez
& petit (¢f, appendice A, 3.2) :

b ANU+V={yef+V|H(1)>0).
Posons :

| @ H;=.1H"’(f), G,=,iG‘f>(f).

g | J! J!

4 Alors (cf. appendice A .3 3),les H j sont polynémes en G, .., G, faciles 4
expliciter. En particulier ;

(6) Hi=6, et H,=G;:(00p),

31 oip: Co—Kest la projection PY=y—(G,v).h

Le remplacement de G par H sera essentiel ay paragraphe 9 ci-dessous.

,F' 4.2. PASSAGEDE 4 4 ANU+V)
i

+  Pour r assez petit, le minimum de A sur [ fermé AN{C,~(f+V)} est
A aneint et donc est strictement

plus grand que A(f) d’aprés 3.(3). Les
inégalités 2. (4) entrainent alors ;

10 Pogren= { 1+o[exp( -2)|}emreanieny

b oavec ¢y =¢, (1) >0. Les développements asymptotiques 3.(1) ou 3.(2) pour

P04, reA) coincideront donc avee coux de Plxp reAN(f+ V)]
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4.3. LOCALISATION PAR LA FORMULE DE GIRSANOV

Prenons r assez petit pour que (f + V)< C,. Posons x'= f+y° de sorte
que y5=0et:

(8)

Définissons pour t20, 30 un champ de vecteurs B, (g, .) sur la boule
de centre 0 et rayon r dans R™, par :

(9) B, (¢, z)=‘bt (e, _)‘;+Z)~—b, O, 5,

dyt=gs(f+y)du+[b(e, S+y9—fa.

ou t<T, |zl <r.

Considérons les diffusions 2® vérifiant zh =0, et ; 3

(10) dz*=gs(f+z%)do+ B (g, ) dr.

La loi de y% ; admet une densité exp [—(1/e?) I(z")] par rapport & cclle

de 2, 7, avec (formule de Girsanov et conventions 1. | et 2,1):

T
(11) 1(z%) = f F.T(f +29. [dz‘-—-B(a, 2% dt 4 %]’dt].
o}

Par conséquent, on 3 :

(12) Plxg reAN(S+ V)]=E[IA(f+P5, L (5, ) :
=E[lu(f+z=1>oIV(Z')CXP(*E%I(Z‘))]- "}‘l

Ty

5. Polyndmes et processus & queues exponentielles lentes

f
5.1. LESESPACES # BT LW W }

Soit W,: Q- E un processus aléatoire continu sur [0, T] & valeurs dans

un espace euclidien arbitraire E; notons :

(1) ” W”m:supO{SlST’W'I'

Saiiaaia LSS

Nous dirons que We % s'jI existe a>0, c>0, tels que :
3
2) P(|| W =s)<exp( —~¢s%) pour tout s> 1 i
c

2° SERIE ~— TOME 109 — 1985 — N° 3
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1

Si W est un vecteur aléatoire indépendant du temps, nous dirons encore

Jae Wew si P(W] > <enp(—os)

= f+y de sorte ) . i . .
Ity Si W,:Q>F est une semi-martingale brownienne, nous dirons que

WeSPW si la partie 4 variations bornées et la partie martingale de W
t  appartiennent ¢ w. Remarquons que (¢f [2)) si un processus W 4 valeurs

J !
.) sur ]a boule . dans les matrices (I, k) est dans FW, alors lIe processus U, = f W, dw,
- 0

] appartient encore i %,
2| <, :
t 5.2, PoLynowmes

Pour p, 1, j entiers, considérons une famijlle II, 0<t<T de polynémes
I, : [R*F — R” a coefficients continusen t. Si W' .. Wi sont des processus
aléatoires & valeurs dans R', notons W=II (W' ... W) le processus
W=II, (W}, ..., /). Nous dirons que I'application IT est up polynéme.
D'aprés [2], si W' ... w* gonr dans S W (resp. W), alors W est encore
dans SPw (resp. w),

rapport a celle

1)
5.3. FONCTIONNELLES POLYNOMIALES

1  Notons & espace C (R") défini en 1.2. Nous dirons que la fonctionnelle
O € = R est polynomiale s+

(Y, ... Yl)=¢0+21 Sk&‘pzlSjls...Sjkij(Djl--Jk' Y.il Yiz e Y

ot @, est une constante et chaque ®;, .5 une fonctionnelle multilinéaire

symétrigue continue syr E.Siw, .. wi sont des processus appartenant
¢W, alors lg v. 4. numérique & (Wt . W) est dans w (cf. 12D

6. Développement de Taylor stochastique de 2*
2 valeurs dans Les coefficients de I'équation stochastique 4.(10) donnant z* étant de
classe N+3, on sait (cf. [10], [5], (2D que z* admet un développement de
Taylor stochastique :

-~

(1) il TR A e

pour chaque entier MN+3, Les coefficients g; sont des processus
aleatoires sur [0, T, & valeurs dans R”, indépendants de g bien entendu,
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qui appartiennent 4 $¥ et sc calcul

ent cxplicitement par 6,3. Le reste

aléatoire g,,.., dépend de ¢ et £,

¢t on peut contrdler sa taille de fagon

F-287

F

y

=

et oul les

précise (cf. [5], [2)).
Introduisons les notations :

1 9l 1 gi*p,
L Y =— 2 2t p

Alors (¢fs [2]), les g, vérifient ;

3) dgz”bm 8&2dt=s,g,. d(b+(b02gf+b“g1 +byo) dt,

s gj)dco+Kj+I & ... gy,

ou le temps ¢ est muet, Leg Spe1s Kjpy sont des
de degré j et j+ 1 lorsqu’on assigne & &
introdnit les matrices déterministes
R(0) =Identité et :

polynémes au sens 5. 2,
le degré k. Pour résoudre (3), on
R(t) d'ordre (m, m)  vérifiant

b (8)

Les 4 ;S
gaussiens.

7. Déve

Comme
de z* avec
on obtient
et N+2, q

(D)

43 ouJ, J

Ins
§7.8). Le

(4)

R (t)=bo, ()R (1),

de sorte que R (z) est inversible (¢f. [2]),

et les h, définis par :

(%) 8;®)=R (), (1),

vérifient le systéme en Cascade suivant, intégrable par quadratures :

dhy = oy do + B, , dt,

6) dhy =, h1-dm+(ﬁozhf+3uh1 +B2o) dt,

----------------------------------

@hysy=U,, (hy ... hpdo+v,, (... h;) dt,
avec les notations (indice ¢ muet) :
Go=R"ls; o,=R"1s, R,
ﬁlozR"bw; B“=R"b“R;
Bor=R"? bo2. (R®R); Bao=R"1b,,

(7)

2° SERIE — ToME 109 — 1985 — N 3
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(5) 12 g2 =

BULLETIN pgs



J ' =086 P.0I8/057 F-287
1=27=2007 03tzdpm— From=WMATH LTBRARY 801 587 6208 : 21

PETITES PERTURBATIONS ALEATOIRES 29

~ ar 6.3. Le reste | et ou les polynémes Ujt1s V;4y sont donnés par : B

1 taille de fagon ¢ ! ;
e 2 - (8) U]+l =R 1SJ+1R31; VJ+1=R-]KJ+1R@-’_

Les h; sont dans 57w~ (cf- [2]) et on notera que hy et g, sont des processus
gaussiens,

S
7. Développement de Taylor stochastique de 7 (z°)

i Comme dans (2], en combinant Je développement de Taylor stochastique
1 dez® avec les développements de Taylor ordinaires de Lfi+.)etB(., .),
) dt, t on obtient les développements de Taylor stochastiques de 7 (z°), & Vordre 2
t et N+2, que nous écrirons ;

.....

- ) dt, | (1) {!(zc)="0+€'}1+-»-+8N+2JN+2+5~+3-7~+3,

1 &y 2 37
es au sens 5.2, | I(z)—-Jo+8J,+S Jo+e3 ),
résoudre (3),on {1 o J3: Iy sont des restes que I'on peut contréler quand il le faut (¢f (2],
n,m) vérifiant § g; 8). Le terme J, est constant et Jes v, a. numériques J;, j> 1, s'écrivent :

. ; |

) Jj=f My ... g)de+Tl,(g, ... g)da)
[¢]

ouIT, 11 j Sont des polyndmes au sens du paragraphe 5, de degrés respectifs
Jjetj—1. Les J; appartiennent donc 4 ¥ et ont en particulier des moments
de tous ordres. '

Les premiers termes Jo, J1, J, s'écrivent de fagon compacte a partir des

;'{ différentielles en f de Iénergie A. Avec Ies notations sujvantes et celles
de 6. (2), '

ratures :

1 1 19T,
L W= o=t 2,

] ona alors pour tout geCy:

T 1 T
(4) Mg=7t’(f)-g=f 7*-To-(dg-bmg-dt)+5f f*.T g, fdr,
(1] 0

1 1(7
4 (5) 12g2=51”(f)[g,g]=§f (g’—bmg)*l‘o(g'—bmg)dt+ngz,
] 0
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ou X, est la forme quadratique :

r 1
(6) ngz""f 7*{(“‘ro-b0282+ Erzgz-ndt+rxg~(dg“boxgdt)]-
4]

Remarquons que les Jormules (4) er (6) gardent un sens évident lorsque g
€St une semi-martingale continue sur [0, T)dont la parie ¢ variations bornées |
appartient a Cy et (4) e (6) définissent alors des p. a, numériques. Par
contre, (5) n'a plus de sens dans ce cas.

Le caleul de J,, Ju Jy (ef [2)) introduit trois constantes Ao A, A, et
une fonctionnelle linéaire déterministe & Co — R, calculées a partir de fa
Paide des formules :

Ao=X(f)=A(4),

T
A =f S*.Toby,. di,
(7) 1 o 0Y0

T
Az"—'—j ]*.r‘obzondt,
]

T . .
."fg:f j'*.(r‘o.b“g-i-r’,g.bw)dt, pour ge (.
0

On obtient (cf. [2), § 7. 8):

Jo=A,,
Jy= —/\,+11g,,
Jo= -A2—..ng, +X2gf+l, &2

A T ———

8. Développement de Taylor stochastique de H (S +24

Comme H est de classe (n+3) avec H(f)=0, la v.a. numérique
H (S +2% s¢crit, en combinant Jes développements de Taylor de 2¢ et de
H(f+.):

~

H(f+z)=¢r, +e2r, +e3r,,

W { H(f+z‘)=sr,+ezr2+ ... +e"“r,,.,.z+£"+3f,,+3,

2* SERIE — TOME 109 — 1985 — N2 3
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izl la v, a._numérique- r;-est-une fonctionnelle polynomiale (cf. § 5) en

bo, gdb)]. 4 & ...g;, de degréj. En particulier, les r; sont dans W er onr done des
moments de tous ordres. On a en particulier :

ident lorsque g 2) r=H. o - ro—H 2 ! i
J = : = +H avec H.= _qY .
iations bornées : ( 1 181 2 182 28) Ji i @))

mériques, Par |

Aoy Ay, Ay et {9 Caleul du terme principal de P(x, reA)
a partir de fa

' 9.1. ProrosiTioN, — Soient x*, A, ), Jvérifiant 1.1 er 3.4 Supposons
fedA. Soir H I'équation locale corrigée de A en f (cf. 4, 1). Alors, les
dérivées H = (1/j 1) B9 () et A =(1/5 Haw (/) ont les propriétés suivantes -
il existe un nombre ¢ >0 tel que : ‘

(1) Ay=cH,

1 et la forme quadratique (A, —c H,) est positive ou nulle sur KNCy on K
est le noyau de H .

: De plus, si A est convexe au voisinage de f et vérifie A(A)<RC(x), o
-0 { RC(x) est le rayon de convexité de )\ en x, alors la forme quadratique
(A;—c H,) est défimie positive sur Co-

Preuve. — Renvoyons a I'appendice A.3.1 et A.3.2, Le point essentiel
ci-dessus est le fait que (A2 ~—c H,) soir définie positive sur Cy,. Introduisons
¥ donc Phypothése technique suivante qui, grice 2 9. 1, est d’emblée vérifiée
dans une large classe de situations.

9.2. LES BONS ENSEMBLES A

Désormais, nous Supposerons que le boréliecn 4 de C, vérifie 3.4, et
que le f'e 4 tel que A( S)=A(4) est effectivement dans g4 (scul cas non
numérique 1 trivial). De Plus, en notant H: f+V L R P’équation locale corrigée de A4
cde zfetde § en f définie par 4.1, nous supposerons que la forme quadratique
(Ay=c H,) est définje positive sur Cj, avec ¢ comme en (1).

N Renvoyons 3 'appendice A.3.5 pour une analyse plus fine de cette
3 "1 derniére condition, qui est toujours vraie pour A localement convexe en Set
A(A)<RC (x).

PoaaTe
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9.3. PROPOSITION, — Sojent x5 A, N f, H vérifiant 1.1, 9.2 et 4. 1. Apec

les notations du paragraphe 7, définissons la fonction numérique 6(c) >0, et
les v. a. numériques X0 et Z (toutes deux lides & ¢) par ;

9(e)=cxp(—%’ + -{-:;1 +/\2>,

1 R
(2) X=°XP[""57‘-181—}\-182'1‘»731“7128%"5-’3}
H(f+2%)=¢Z;
de sorte que, d’aprés 7. (1, 7.(7,7.(8), on a :

(3) cxp[-— eizz(zﬂ:' —0(5) X,

Alors, si le rayon r de la boule v est assez petit, la fonction numérique
q (¢) définie par ;

4 Q(3)=E[12>01V(ZC)X],
reste bornée quand ¢ ~ 0, et pour tout entier M,ona:
(5) PGo, re 4)=0(e)[q(e) +0 (M)
Preuve. — Au vu de (3) et de 4.(12), on a immédiatement :
(6) Plxs, re AN (f4+V)]=0(e)q(e).

Le fait que g () reste borné Quand e —+ 0 résulte du lemme technique 9.5
ci-dessous, On déduit alors directement (5) de (6) et 4.(7).

9.4, REMARQUE

Sous les hypothéses de 9. 3, si A(A)=0, on a nécessairement f =q, oi ¥

97=b,(0, 9,), donc f=0, et, d’aprés 7.(7), on en tire :
(7) Ag=A{=A,=0, et L =0;
par suite, dans ce cas, 0 (&)=1, et pour tour entier M :
(8 - PGS red)=q(e)+o(e™),
avec g (g) bornée comme ci-dessus,

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 3

F-287
1

[t

d

9.5,
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1 (10)

Alors, o
C=¢, (0

Preupe

et la part

(an -

ou Q est

(12)

forme qu
YW, cor

(13)
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{  9.5. LemMe TECHNlqggﬁ(hygqthéses_&.,.3)..A_:7SoiLvJaAj‘orm~e~quadratique
Y positive définie sur Co par :

—__neérique-0 (e)>0,-er-

A 1 T ’ 7 ’
- ©) vg2=5f (&'~bo,2)*To (&' —boyg)dt, gecC,
! o}
Jy |, .
et considérons le nombre réel -
. Ay—cH,)g?
(10) T1=TI(A)=mf,Ecb-(0)[£_2_vézziq-]-

Alors, on a 0<n(4)<1: de plus, pour tout ag[l, 1/(1 -, il existe
€;=¢5(0)>0 tel que e /e, et r< /e, impliquent :

onction numérique : ” 1250 1y (29 X|I,<c1 ().

Preuve. — D’aprés (2) et Ie paragraphe 8, on a :

Z=r, +sr2+szf3=H,gl+§(ngz+Hzgf)+5'2;3’

et la partie principale a 'ordre 2 de log X s*écrit donc grace 3 (1), (2) :

aent : j 1 ~ e -
- (1) = ;)‘131 +ri g+ L ~X, g = *—;Z-i-_?gl—Q,gf-i-cgrs,
me technique 9.5 | 4y 0 est une forme quadratique sur Cj définie par :
). 1 i
{ (12 0=%,—~cH,,
I
. | forme quadratique qui se prolonge trivialement aux semi-martingales de
rement /=, 08 | %4, comme nous Pavons vu ay paragraphe 7. De (2).(11), on tire :

X=X1 Xz Xs,
avec :

(13) ¢ ,
X,=exp ”‘EZ ; Xz=eXP($81"Q81);

lj X3=exp(ce;3—8j3).
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D’aprés [2], il existe une constante ¢3>0 telle que, pour tout s 1/c,,
on ait :

P(zfe V; ,e;ﬂas)xScxp(-—c;,s),
(14)

P(eV; Iejal BS)SCXP<'—03§)7

ou r est le rayon de la boule VaC,. Pour tout a>0, il existe donc
¢ =cq(a)>0 tel que :

(15) |1y () X, ||l.<ca, pourvu que €< 1/e,, r<l/e,.

D’autre part, puisque ¢ 0, il est évident que .

(16) l250X, est une v.a, comprise entre 0 et 1.

La v.a. Pg, est gaussienne, car g, est un processus gaussien et % est L .

linéaire continue, de sorte que :
(17) exp % g, a des moments de tous ordres,
D’aprés I'hypothése 9.2, la forme quadratique (.A.z—cHz) est définie

positive sur Cj. Le lemme 9. 6 ci-dessous et Ia relation A, =X, +v impli-
quent alors : :

(18) la v.a exp(~Qg§)=cxp[-(i2—cHz)gf] est dans L () pour
ISa<1/1—n, 0d nel0, 1] est donné par (10).

De (17), (18), on déduit : J
(19) [| X, | est fini pour ISa<1/1—n.

Puisque X=X, X, x,, I'inégalité de Holder et ( 15), (16), (19) terminent é
la preuve du lemme. Précisons le point technique crucial utilisé ci-dessus, t
]

9.6. LeMME. — Soit g, la diffusion gaussienne donnée par 6.(3), La
Jorme quadrative positive v définie par (9) sur Cj, n'est autre que la trans- }
formée de Cramer associée & la diffusion gy en temps petit (cf. (1)), Soit F §
une forme gquadratique continue quelconque sur C,. Pour que la v.a. g
exp( — Fg?) soit d'espérance Jinie, il est nécessaire que (F+v)20 sur Cy et .f

2° SERIE —~ TOME 109 — 1985 — N° 3
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il suffir qu

vérifie 0-
lga<1/l

Preyve,
est en fait ¢

nelle du t

d’utiliser ¢
se passe ¢
exp(—vg?

10. Rels

Posons
continue, ]
essentiel ds
(probabilis
grossisseme
qu’une dis
présente ur
nien @, ne r
Nous avon
filtration ([t

10.1. Ly

Nous dir
appartient .
processus W

(1)
Si Woest

numériques
sont pas adg
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'.tOUt s21/c,, [ il suffic que (F+v)>0 sur Co—{0}. Dans ce dernier cas, le nombre-:

. , (F+v)g?
u=inl, ¢, - (0, ver

vérifie O<u<l e exp(—Fg?) admet un moment dordre o pour
ISa<1/l —u

Preuve. — Renvoyons a [2] qui traite un cas un peu plus général ou F

est en fait combinaison d’une forme quadratique continue et d’une fonction-
il existe donc . ., o .
' $ nelle du type |@,g, dg,; c’est d’ailleurs ce cas plus général qu'il convient
d’utiliser dans la preuve de 9.5 ci-dessus. Intuitivement en tout cas, tout
¢ passe comme si g, avait sur Co une « densité » proportionnelle 3
exp(—~vg?), car 2v est essentiellement I'inverse de 1a variance de g,.

) 10. Relations de dépendance entre lesg, ret Y=H 1 &1
sien et & est

Posons Y=H, &:- Comme g, est gaussiennc et H,=H’'(f) linéaire
continue, la v. a. numérique Y est gaussienne et & r-mesurable. II sera
essentiel dans les caleuls ci-dessons de clarifier complétement Ja dépendance
(probabiliste) des g; et de Y. Ce probléme peut étre abordé a Paide du

2) est définic grossissement de la filtration brownienne & ¢ par Y, mais cette méthode,
Ay +v impli- quune discussion avec M. Chalcyat-Maurel nous a aidé a clarifier,

| présente une difficulté technique : quand H’( /) est quelconque, Ie brow-
L.(Q) pour nien w, ne reste pas toujours une semi-martingale sur & 1V Y pourte[0, T

[ Nous avons donc préféré éviter ici Putilisation des grossissements de
filtration ([9], (o).

10.1. L’EspaceE Pew

Nous dirons qu'un processus aléatoire W (r), 0<e<T, défini sur
appartient 4 2 ¢'il existe un entjer IZ0, un espace euclidien F, et des
processus W (r) : Q = F, 0<j</, appartenant § o (¢f §5.1) tels que :

19) terminent r
sé ci-dessus,

ar 6.(3). La | i _ ;
que la trans- | (0 W= Zoa;st Y'W,

- [1])- Soit F Si W est une v.a. numérique, nous dirons que We# il existe des v. a.
fue la ”-’a- 4 numeériques W.e % lides 3 W par (1). Noter que les processus We® ne
20 sur C et sont pas adaptés  la filiration (&) en général.
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]
Du paragraphe 5, on déduit que les polyndmes — au sens 5.2 — et les b fonctic
fonctionnelles polynomiales — au gens 5.3 — définis sur % envoient | (1, m)
nécessairement @/ dans 2. )
10. 2. INTEGRATION STOCHASTIQUE DANS 2
Il existe clairement S &0, 79 tel que Y soit & c-mesurable, mais ne soit | ou les
pas & -mesurable pour s<$. Si We2, W () est alors & -mesurable pour par 6.
S<t€Tet Lis, #1 (1) W (1) est une semi-martingale continue. Soit We 2 un _ On :
processus 4 valeurs dans les matrices (I, k) et cherchons 4 définir l'intégrale | '
4
U= f W(9)do, Si wesw, i sagit d’une intégrale stochastique
' ': O
% . usuelle et (¢f. 5.1) U appartient alors 4 &y
L
“ Dans le cas général, We vérific une. relation du type (1), et celle-ci Inté
e définit les W; @), 0<j<! de fagon unique pour 0<r<S: en effet, une
b équation algébrique du type 2osya YV W()=0,00 les W,(t) sont )
:.';";' & -mesurables non identiquement nuls, forcerait la % -mesurabilité de Y
el qui est fausse pour 0t <S8, Sans ambiguité, on peut donc définir U sur -
3 , S :
‘ [0, 57 par dou f:
e SN | o
Y o) U(t)= ZOSJS.I YJJ W (s) dw, = Zos;‘sz YIU; (),
N 0 ’
ot les U,e W . Pour S<t<T, on définit directement : " (6)
k ' t
B (3) Un)=U(S)+ f W (s)do,
"t g S
o car ligpy () W(r)e L9 ainsi 1a formule (2) reste valable pour 0<I<T,
‘o i Lep
d’ou Ue . ]
)
. 10. 3. DECOMPOSITION DU BROWNIEN @ ,
} j
' La forme linéaire continue H 1 =H'(f) s’écrit : avec v
pourvi
T
(4) ngzf d# (g, pour geC,, i ‘
| o - @®)
, ou # est une mesure de Radon 4 valeurs dans les matrices lignes (1, m), i
{ et g.eR™ est considéré comme matrice colonne (m, 1). Définissons la ct la /.
2° SERIE ~ TOME 109 — 1985 — N3
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v 4 - o<l
ens 5.2 — etles | fonction 4 variations bornées & : [0, T} —+ R™ 4 valeurs matrices colonnes
ffffff sur-%~ envoient 11, m) par i
T
92(:)*=f d# (YR (s), O<t<T,
!
ble, mais ne soit ol les matrices carrées R(r) telles que g, (t)=R(¢)h, (t) sont données
~-mesurable pour par 6.(4).

e. Soit We®? un

léfinir 'intégrale On 2 alors:

T T
ale stochastique i Y=H,g, = f At (s)g, ()= — f AR ()* hy (s).
: 0 0

se (1), et celle-ci
': en effet, une |
les Wj(t) sont f
iesurabilité de Y
ne définir U sur

Intégrons par parties en tenant compte de 6.(6) et 6.(7) pour avoir :

T T T
(5) Y=J @*dhl=f ge*oodm+f R B,o dt;

° 0 0
d’ou facilement I'expression de p=E ( Y) et p=var(Y).
@, | p=E(Y)= J.Te;z* Byodt

°
6 et: |

: T
p=var(Y)=J' R* o, 68 R dr.
0

: pour 01T, ‘ . Lo e
p SR I Le processus gaussien, non centré ®,, defini par :
[

0 o=+ Yv (1),

{ avecv: [0, T] — R* fonction déterministe adéquate, sera indépendant de Y
. pourvu que E[(Y=EY)(&,— E&)] =0, ce qui donne :

(8) v(t)=-I-E[(J'T.%*(s)co(s)dms).m,]=lf‘cg@ds
p 0 p

Q
es lignes (1, m), |
Définissons la et Ja fonction déterministe v est a dérivée bornée sur [0, 7.
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Pour tout processus Wed, et a valeurs dans les matrices (, k), |

{
arbitraire, nous définirons le processus U,= f W do par
0
3 - t i
(%) f de=J Wdoa~—Yf W dv,
0 0 0

ou le second membre est bien défin grice au paragraphe 10,2 et 4 (8).

!
U= j W do défini par (9) est dans 2. De plus, si la v.a. Y est indépen-
0

dante du processus W, alors Y est indépendante du processus U,

‘%
i
F
10.4. LEMME. —~ Soit We @, 4 valeurs matrices (L, k). Alors, le processus [}
l;
[

Preuve. — L’assertion { Ue & } résulte de (9) et 10, 2. De plus, (9) et 10.2
montrent qu'on peut approcher, au sens des limites presque sires, U(f)
par des sommes de Riemann du type T _ S (@, ,—B,), lesquelles
sont bien siir indépendantes de Y dés que les W (t) le sont, ce qui entraine
Uindépendance de U (2) et ¥, car Y et & sont indépendants par construction,

10.5. ProrosiTION (hypothéses 1.1). — Considérons les semi-martin-
gales g; et les v.a. J, r; définies aux paragraphes 6, 7, 8. Il existe des :
processus G;e, 4 valeurs dans. R™, et des v. a. Jin R;€2 telles que les |

Gjis Jj» Ry; soient indépendants de Y et vérifient pour ISjSN+2;

(1) Jj= Zolslsj Y'J,-,-, r

- i
r]-—- ZOS!SJ'Y Rj,‘.

En particulier, les Gy, Jjis 1y sont dans % et ont des moments de tous
ordres.

Preuve. — Appelons Q j T'espace des processus (resp. v. a) We? deh
forme :

(12) W= Zos:s; Yiw,,

ol les W, sont des processus (respectivement des v. a.) indépendants de Y
a valeurs dans le méme espace euclidien que W et appartiennent 3 2. ;

Considérons des W eQ,, 1<i<j et soit S=II(W,, ..., W), avec I §
polynéme ou fonctionnelle polynomiale quelconque au sens du §
paragraphe 5. '

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — w° 3
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SeQ;
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alors U
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Les 1
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(13)  Supposons I de degré toral j lorsqu’on pose degré W =j. Un calcul

élémentaire et la stabilité de 2 par-applications-polynomiales monire gu'alors

1 10.2 et 3 (8).

Alors, le processus
v.a. Y est indépen-

ssus U.

Je plus, (9) et 10.2
resque sures, U (7)
o1 — @), lesquelles
nt, ¢e qui entraine
3 par construction.

3 les semi-martin-
7, 8. Il existe des
€& telles que les
SSSN+2:

moments de tous

na.) W,e? de la

idépendants de Y

iennent 3 2.
W), avec I

® au sens du

SeQ,

(14)  D’autre part, si W;eQ; est d valeurs dans lespace des matrices (4, k),

alors U (t)= f ' W,dw appartient 4 Qi1
En effet, ( 102) ¢t la rclation do=d@Y dv donnent :
U= ZOS:‘$j+1 Y Ujn
avec dUy=W;do+W,,_ dv st Ia convention W, =W, . =0

d’aprés 10.4, les U ji sont bien dans 2 et indépendants de Y.

Les remarques ( 13) et (14) démontrent par une récurrence immédiate
basée sur 6. (6) que les h;eQ; et donc que les &=Rh;eQ; puisque ]a
fonction R (z) est déterministe bornée i valeurs matricielles. On a vu aux
paragraphes 7 ¢t 8 que Jes r; sont des fonctionnelles polynomiales des
81 ...8;etles J; des intégrales (en dw et dt) de polyndmes en g1...8

(formule 7. (2)). Toujours grice 2 (13) et (14), on en déduit que r; et J;
sont dans 0

10.6. REMARQUE

Les G, r;, Jji peuvent se calculer cxplicitement aprés un nombre finj

d'intégrations successjves en do, et en dt. Par récurrence, on vérifie facile-
ment que les G,;, J;, R, sont déterministes et que la fonction G, () est &
dérivée bornée, Les premiers termes valent (notations 6.(4), 6. (7)) :

Gio=RH,; G, =RH,,; Goo=RH,,,
dH o =00 di+ B, dt = o, deo— Yoodv+B,,dr

dH,, =0, dy, dHj =0, H:oda)"'(ﬁozﬂxzo'*‘ﬁuﬂw+Bzo)d‘3
Rio=0; Ry =1; Rio=H, G0+ H, G},.

(15)

11. Calcul formel du développement de P(x§ red)

Dans ce paragraphe, une bonne partie des calculs est purement Jormelle,
mais tous les résultars seront Justifiés rigoureusement qy paragraphe 12.
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Pour avoir le développement asymptotique de P(x§ red), il suffit
(proposition 9. 3) de caleuler une approximation polynomiale adéquate de
9(€)=E[1;.41, (29 X). Rappelons que (n+3) est la classe de 84 en f et
(N+3) la classe des coefficients do dx*,

11.1. REDUCTION A UNE INTEGRALE GAUSSIENNE PAR CONDITIONNEMENT Soir 4

Posons : M A=
(1) Zury=FyErg L ety
(2) J=C(8r3+62r4+..‘+E"rn+2)—-(8.]3+82.]4+...+ENJN+2), Remarq|

I W
de sorte que 8.(1), 9.(2), 9.(13) impliquent - ?
Notor,
particuli
2=Z, et 2r ndémes e;
(3) ¢ 2 N+ 1
X=exp ""EZnM""(N?gl““Q&)”'J"“E N+3 | (8)
Nous allons remplacer formellement par Z, . et X par Xy avec: Dans (
' calculer
(4) XN=cxp[—EZ,,H+(.§Fg1—-ng)+J:,, moyenne
9 s£=
pour écrire formellement
(5) ‘.1(5)‘=E[lz>olv(zl)xle(lznonN]-

Noter que I'espérance au second membre n'a pas de sens sauf si dans poua es.t (
(4) et (5), on remplace exp(J) par la série formelle 2.i»0Jj L Exprimons 4 Consid,
g1 etlesr;, J; comme polynémes en Y (¢f. 10.(11)) & coefficients indépen- f & Ry s
dants de Y, ce qui donne par substitution : (10)

Zu+1 =F(E, Y)= Y+ Zl £jgn+1 2051‘5/*1 Rj-i-l‘ i Yisj, dEsziy;i"feJ
6 T N=Y G Yeiesea Rien Vi) o
"'[szjsNZosfsanjﬂ.i r'el) :."
Z81=08i~00+ Y0, +Y?Q,=11(Y) Les @; s
2° SERIE — TOME 109 — 1985 — n° 3 BULLETIN}
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Yie/

w2 i, Ve

3
. by ‘

PETITES PERTURBATIONS ALEATOIRES 281

avee @

—T-086~P-030/057-F-247-——

——Lo=F 61,06
2, =ZG, ~20 (G1o Gyy),
Q.=-QG}, (noter que 0, est déterminisze).

Soit A le vecteur aléatoire ayant pour coordonnées :
T O a={0y 0, ; avec 0xix; ISiSN+2;
R avec 0<i<y, 2<j<n+2},

i | Remarquons que par construction A est indépendant de Yy et appartient

4 N'otons R[A] 'ensemble des polyndmes en A i coefficients constants. En
i particulier Z_ =F(e, Y), J=J(e, Y), £8,-Qg}=TI(Y) sont des poly-
-§l. nomesen e, Y 4 coefficients dans R [A]. Ces définitions donnent

q 6 X~=exp[—-§F(e, V)+TI(Y)+J (e, Y)] =exp M (g, Y).

, Dans (5), nous allons remplacer E{.) par E (E(. |A)) et commencer par
& calculer E(.[A). Comme Y est indépendante de A et gaussienne de
moyenne | et de variance p, calculées en 10, 6, on voit que formellemen :

10 F=E(, 0% 8)

_ | L (y=w?
L Lo >0 [exp M (g, )’)J[\/mexp —?‘)—]d%

ey 1

Al ot A est considéré comme constant au second membre,

+ Considérons I'équation algébrique suivante, ou y est Pinconnue et les
& &u, R sont donnés,

(10) Fe, J’)EJ"*'Zusjsn-uZos:sj-nRJﬁ,;y"E"-—-u.

aF Elle admer une unique solution Y= (g, u) dans espace des séries Jormelles

(1) Ple, =33 (120,520, i+;2 1) Piye'u.

4 Les D, sont des polynémes (@ coefficients entiers) en Ry, 0s¢<|,
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2<g<n+2, qui s'obtiennent explicitement par identification et récurrence;
on a par exemple : :

Bgy=0; ‘bu“"'Rn;

‘on-“- ~ R0,

(12
) ®0=Ry, Rzo"Rso;

ct d’ailleurs, ®o;=0 pour j=2. En particulier, les ®,; sont dans R [A).

A ce stade, les calculs deviennent trés différents dans les cas A(A4)>0
et A(A)=0.

11.2, LEcas A(A)>0

On a alors ¢>0 d’aprés P'appendice A, 3. 1. Pour étudier Pintégrale S |

on fait le changement de variable forme :

(13) { P=QE 28)= 20 (in0, jmo, 14jo1) Py tIsI= T €T, (s),
dy =[5 1 &' T ()] ds,

ou les IT; (s) sont des polynémes en s a coefficients dans R [A] donnés par :

(14) I>2,

" T (8)==Ryq+s,
pour

I, (s)= 204151—1 d)l-J'.J"’J’
D’aprés (8), on a :

RS
(15) Mo )= LB S 400416

avec |

_ 2 2
(16) r(y)=ﬂ(y)—-(yT”)—=(Qo~-”—)
p 2p

+(Q1+§>y+(Qz

11 est clair que formellement :

(17) TP(e, )]+ (e De, £8)= Y, 87 (5)

27 SERIE — TOME 109 — 1985 — n° 3
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ou les ¥, (s)
termes vale

s v,

Comme
ment d’apr

(19)

Notons |

| (20) e

de sorte qu
variable (12

(21) F=-

Ay
Le facteu

(22)

ot les n; (s)
termes sont

(23)

Comme ¢

- (24)
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ol les v;(s) sont des polynémes en s a cocfficients dans R[A]. Les premiers
termes valent ;

R;0,

ns R[A]
s cas A(A4)>0

T I'intégrale J

8']11 (S),

donnés par :

2
Yo(5)=Qp— — =Y0»
2p

(18) ‘h(s)E(Ql'*'%)nl(l?)'f-CRao“Jso:(Q1+E>s

+ [CRso"Jso"‘Rzo <Q1+ %)]

Comme F(g, @ (e, es))=es, la substitution y=®(g, ¢5) donne finale-
ment d’aprés (15) et (18) ;

-_— 2 . '
(19) M(S’ y)"(—y'é'f‘)":'“cs+70+ 25218‘71'(3)'
Notons EXP(S)= Z,;oS’/f l, et écrivons formellement :
(20) exp| M (g, y)— Sl EXP i
p & Y _z‘p*"‘ =ele [lele ¥ ()],

de sorte que Pintégrale (9) devient formellement, apres le changement de
variable (13) : .

1

(21) f=\/—2_1r_p

+ o0 '
eYUf dse™[}. . €' I (s)] EXP[)..., € v:(s)).
o .

Le factcur de (dse™) sous Fintégrale s’écrit formellement :
(22) (202 B THEDEXP[Y,, y,(5)]= 5,5, 8/, (s),

ou les 1), (s) sont des polyndmes en s i coefficients dans R [A). Les premiers
fermes sont :

{ M (s)=TI} (5)= ~R,,,
N2 (8) =15 () + 7, (5) IT; ()= ~R;, — Ry, Y (8.

Comme ¢>0, les intégrales :

(23)

+ o0
(24) Hy= f dse™"n,(s),
0
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convergent donc et les p, sont dans R[A]; de (21), on tire le développement ce qui d

Sformel :

(25) Fm et (T, ey, (32

VAT

ct (inalement (5), (9) donnent formellement : oules /, (

(26) q(e)zE(lZ".ylb-OXN):E(f):Z[;lqlel’

ol les nombres g, se calculent par : On
1 « grand .

(27) = ———=E(e’)=

e;(u2/2p) E [, ¢%0]. « équiva)
2 np 27w
J21p J2mp Puisqu

On verra plus loin que ;% est bien dans Ly (Q). Les premiers termes

valent : 1 ' 33y M
H1=—-R,,,
c
] m on peut ¢
(28) P~z="z[R21+Rzo Qn‘*‘;) +¢ Ry Ry
(34) s-

“Rzojso‘R§o<Q1+ g):‘»

d’ou en particulier :

e~ 20 g R, e2o],

(29) g,= — cﬁ_’; | . : POSOHS

D’aprés la proposition 9.3, le développement asymptotique rigoureux }"

de P(x§ reA) « devrait » donc s’écrire dans ce cas : ' F;
: Ay, A, 1y (e (39)
(30)  P(x, red)=exp( — 2 T A ue +o (™)), ,
i
avec L<M<L+1 convenables, on les A, sont calculés en 7.7 et les q Ceci d
en (27). C'est ce que nous prouverons au paragraphe 12, cci do
£ (36)
11.3. LE CASOUA (4)=0 |3
§ o oulL(s) .

On aalors c=0 et f =¢q. Ici (2) devient :
(31) J=U(E V)= =%, ndreaie Vi

2°¢ SERIE — - — '
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ce qui donne par substitution

miers termes

€ rigoureux

)

.7 et les q

(32) XPI@ D= Tpso oI 6 W= T30 L,0),

oules I;(y) sont des polyndmes en y 4 coefficients dans R[A]. En particulier
IO=I; 11 (y)=_Zo<(43J3!y(; II(Y)=—J3'
On verra au paragraphe 12 que F(g, ») est croissante en Y sur un

«grand » intervalle de R et donc que formellemenr { F (g, »)>0} est
« équivalent » 4 {y> @ (g, 0)}.

Puisque :

—1)2 —11)2
(33) M, y)— 9’7—*9- =00~ e ey a (e,
P 2p

on peut écrire formellement Pintégrale # de (9) sous la forme :

(34) s=_1 f " o)+ My

J 2np D (2, 0)

+ o

= ZME’J. L;(»)expt(p)dy.

D (e, 0)

Posons pour seR, J=0:

+x
Fi(s)= f LG expt(ndy=Elly, 1,(v)e"™ | a),
(35) V2P
1 &'F,(s)
Fii(s)= r _5;'_ et fi=F;(0).
Ceci donne :
(36) FuG)=T;(s)exps(s)  pour iz1, jzo0,

ot IT; (s) est un polynéme (3 coefficients entiers) en :

4
{r’(SB 7 (s); ﬂ_;;’_(ﬂ Os.lgi_]}.
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Ainsi, IT; (s) est un polynéme en s i coefficients dans R{A], et, puisque
T(0) =y, :

(37) Ju=Fui(@=e"Tl,;(0) ponr ixl, j>0,

ou 1, (0) € R [A] s’explicite facilement. Par exemple :

I15;(0)=0 pour ixl,

38
(38 Ty (0)= —J.,

/2mp
Formellement, F;(s) et ® (g, 0) se développent par leurs séries de Taylor
(efs (11)) : '
(39) { F16)=Xip o Sy’ z
q’(E, O)' Zl?l d’loe
et (34), (35) donnent :
(40) S = Z,-; o8 F;[® (g, 0)],

d’ou, d’aprés (39), le développement SJormel :
(41) .ﬁ:Zjaoafz'.;o(lexe’d),o)"j},:Zwoe"v,‘,

ol les v, sont des combinaisons linéaires finies des Ji & coefficients dans
R[A].
On a par exemple ;

(42) vo=foo; vy = fios V2= f10— Ry Ji1-

On verra an paragraphe 12 que les v, sont dans L,(Q), d’oll d’aprés
(5), (9), (42), le développement formel :

(43) aE€)=3 . ,0,€  avec 1i=E ().
Comme A (A4)=0, on a (¢f. 9.4), Apg=A;=A,=0et ¥=0, d"ou:
(44) II(Y)=-Qg}

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — n® 3
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|

et donc

(45)

On en

(46)

D’apr
s’écrire
convena

(47)

12. Ju

Conse;
petit. N
CS Cﬁ ey

12.1.
(1)
et notons

)

Alors, il ¢
est réalise

€)

admette
lintervall,
est monot

4
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erdonc d'aprés (35) :
(45) E(Fi)=E[ly,oL(Y)e- o)

\], et, puisque

On en tire Pexpression des premiers coefficients X

(46) { Xo=E[ly, e~ %),
X=E[ly,qJ; e i),
D’aprés 9.4, je développement rigoureux de P(x§ r€A) «devrait »

s'écrire dans ce Cas, pour un entier L et un nombre MelL, L+]{
convenables :

47 P (xt = el M
es de Taylor (47) (g, red) Zosjs;, X&' +o(e).

12. Justification rigoureuse des caleuls formels du paragraphe 11

Conservons toutes les notations du paragraphe 11 et fixons y>0 assez
petit. Nous introduirons successivement des constantes positives strictes
€sCs - - ., etc. qui ne dépendront que de v,

12. 1. LEMME. — Considérons Pévénement .

(1 DR={|R;| <& pour 0<ig), 2€jgn+2} cQ
et hotons
cients dans 1 @ Fe. y)=y+ ZOSis_H-l Z: cignry Rjr, 0l

Alors, il existe c;>0, g 1+ >0 tels que lorsque ez, et quand I'événement DR
est réalisé, Iéquation en y:

ol d’aprés @ Fe y=y,

admette pour chaque uef0, 1/2™" une unique solution y=® (g, u) dans
Tintervalte [—g~, &""]; de plus, pour 0<u<1 [2€77, la fonction y — @ (&, w)
est monotone, de classe C*, ¢t vérifie :

ol : . @ [® e, w)| e pour 0<u<li/2e™,
[ @ (e, w)| <687 pour O<u<el™y,

} BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES
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(3) %4*(8, W2 pour O<u<li/2g™Y,
6‘”(1)
(6) 0_—81614"(8’ u)| <875 poyr 0 jSN+1, 0gusl/2e™,

Preuve. — Imposons Y <1/3. Alors, pour g assez petit, (1) et (2) forcent :

r
(7) < Ze <2 pour |y|<e
2 dy

—2e7'SF(e, —e K —-518-7,

(8)

I
—Z-e“VSF(a, e g2e™,

Ainsi, F(g, .) est monotone sur [—&™% e, ce qui, avec (7) et (8),
démontre I'existence et Iunicité de @ telle que : ‘

(9) F(e, @, u))=u

1
pour Ou< Ee".

Le théoréme des fonctions implicites garantit que ® est C*,

D’apreés (2), on a, pour ¢ assez
a(7):

1
—2el"74 EysF(s, y)<2

petit, | F(g, 0)] <2, et donc, grice

e'""+2)  pour O<y<ge™,

—2e! TV H2y < F (e, y)<2s“"+§-y pour —e~Ygy<0.

On en tire les inégalités :

(10) —4e'TTSB (g, 0)<D(e, 1Y) <68,

La définition de F prouve I'ex
petit, on ait :
aH-IF
oe' ayt

(11) (& »)| <&

2" SERIE — TOME 109 — 1985 —_ Ne 3

istence de c;>0 tel que, pour £ assez

pour |y|<e™Y, i20, Izo0.

ot
i

F-287

Posons :

Par déri

(12) {F{

ol les
{ G re ,p +q
entrainent

12,2, &
DY = {]Yl

. dés que 0<

Preuve.
indépendan
par les R; :

1

N2

ou les R,
changemeni

J; |

expression ¢

12.3. L
rons les évé;
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ugl/2e.

1) et (2) forcent :

avec (7) et (8),

o

, €t donc, gréace

Y, pour g

1z0.

assez

o

RO LR T

g Bac i T 5
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Posons :
;ALY S 1 B S
P'=———6u; F'=Z_"[ ¢ u).
et sl O vl

Par dérivations successives, (7) entraine :
Folgliy, FP1 @0 Fro-g
(12) { y . s ‘
Frote 3 i moie.n " Poa=0  pour i+i>2,
ou les P, sont des polynémes (4 coecfficients entiers) en

{®M|p+g<i+1}. Les relations (10), (11), (12) et le fait que |F°t| =172
entrainent alors (4), (5), (6) par récurrence.

12.2. CoroLLAIRE. ~ Soir Z,+1=F(c, Y). Considérons Iévénement
DY={| Y| <e 7). Alors, pour & petit, on a :

2s

/2Tp

Preuve, — La v.a. gaussienne Y de variance p et moyenne p est

P[(IZn+1l$3)ﬂDRr‘\DY]<

dés que 0<s<1/2¢77,

4 indépendante des R s~ La probabilité cherchée s’écrit donc, en conditionnant
e . !
4 parles R, : :

1 . (y—w?
——F{1] 1 -1 < ~—— ldy},
\/sz { DRL Iyl Se™Y lm.»luexl’[ 20 34

ou les R, restent fixés dans Iintégrale. Daprés 12. 1, on peut faire le
changement de variable y=a (g, u) et 'intégrale devient :

& (e, u)—~p)? o0
L o) $=_7]!uls.sexp[— '('-(—-2-‘-)—“—)-]3;(8, u) du,

expression qui se majore trivialement grice a (5) par f Ly esX2du=2s.

12,3, LeMmE. — Soit A le vecteur aléatoire défini en 11.(7) et considé-

A rons les événements :

DY={|Y|<e™"}; Dw={|a|<e},
DW={J;:1+3’<5_Y jN+3,<E_Y})
D=DYNDWNDW.

v
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Alors, on a : Lav.a I,
q@)=E[lz.0ly 2 X)=E[ly,, 50 1p 1, %) X1+0 (),
pour tout réel M tel que M <(n+2) 7, avec n=n(4) donné par 9.(10), Donc (cf.
dans L, (Q

Preuve. — Si e et le rayon r de V sont assez petits, il existe ¢, >0 tel
que :

(13) Les probabilités des événcments (DY), (DWY, (DWY N (e V),
DM (zFe V) sont toutes majorées par exp(—g~ 7).

En effet, pour DY, DW, I'assertion résulte du fait que YeW et AeW
(/- § 5). Pour (DWY M (z*e V), on montre comme dang ([2], § 7) que
|| €ns 31l o || En-+2 ]l w €t par suite 7,5, Jy. 5 qui sont essentiellement polyno-
miales en {g,, ..., g,+2 &+3}» appartiennent i Pespace des v. a. I telles
qu’il existe ¢g>0 vérifiant :

P{|T|2s "V} <exp(—s%),
pour tount s 1/¢g et tout < cg.

Comme || 17501y (2%) X||, reste borné quand & ~0, pour o fixé dans
11, 1/1—mn], 'inégalité de Hélder et (13) fournissent ¢, >0 tel que :

Eflyoo Ly (Z) X]1=E[l51550 1, (2 X]+0[exp(—£7 )]
D’ou, pour tout M 20 : _
(14) q(e)=E[lplzso 1y (z) X]+0 ().
La relation Z=2Z,,,+¢€"*27,, , force :
[1zo0= Lzpus>0] S1zyeq) €2 150ns o
et donc 'inégalité :
(15) |1plzso=1plz, 0] S1plyzy,, set2-1S1p1 7 g por-r.

De (14), (15), on tire, quel que soit M <0 ;
(16) [g®—E[lpls,, 501y () X]| <o(eM)

+E[p 2, 1 eer2=11 7] s2en2=1 1y (z) X].

2° sERJE — TOME 109 — 1985 — N° 3

e

(Hoider) I

et donc, g
on peut ga
et a<<1/1-

12.4. L
on a, si Ai

et si A (A)

Preuve.
d’on, grac

pourvu qu

(17)

Par 11..

et I'événer
]2_.,+ 1>0 ID
done (¢f. ¢

De plus

P[(DY .
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nné par 9.(10).
il existe ¢,>0 tel

DWY N (feV),

ie YeW et AeWw
lans ([2], § 7) que
tiellement polyno-
e des v.a. I telles

pour o fixé dans
0 tel que :

-~ 7‘9)]_

| €2cht2-y,
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Lav.a 1,z gq0mr2-v 1y (2°) X s%écrit, avec les notations 9.(13),

Lz gaemr2-1e7° @0 1, (29 X, X,

Done (¢f. 9.(15), 9.(19)), pour tout a<1/l1—m, cette v.a. reste bornée
dans L, (Q) quand £ — _. Au second membre de (16), on peut alors majorer
(Holder) le terme E[. . .] par :

¢o{PIDN([Z,,,]| et 1)} 1

et donc, grice 4 12.2, par ¢y, g+ 2"V 1-va) Op pour tout M<(n+2)m,
on peut garantir (n+2—1v) (I1—1/a)> M a condition de fixer Y assez petit,
¢t @ <1/1—n assez proche de 1/1 —mn. Ceci achéve la preuve du lemme.

12.4. LEMME. — Pour tout entier M tel que M<N+1ee M<(n+2)7,
ona,si A(A4)>0:

q(e)=E[lpy 1pp1 (c1~122z,, 20 Xy]+ 0 (EM);
et si A(A)=0:

1@ =E[lp, lpw 1z, , 50 Xyl+0(€*).

Preuve. — Soit M<(N+1)A(n+2)n. On a X=Xyexp(—e"*1Jy, ),
d'on, grace 4 la définition de D,

lpX=1pXyexpO (" 1) =[1+0(e")] 1, X,,
pourva que y soit assez petit; de 12. 3, on déduit alors :
(17) 4@)=Ellg,, 50151y (2 Xy]+0 (™).

Par11.(6) et 11.(8), on a:
XN=exp[‘£Zu+l+n(Y)+J(8, Y)]
£

et Pévénement DY N\ DW implique J (g, ¥)=0 (g!~2Y), Par suite, la v. a,
12,.1>0 1oy ~ pw Xy est majorée par 2expII(Y)=2X, pour ¢ petit et reste
donc (¢f. 9.(19)) bornée dans chaque L,(Q), 1Sa<1/1 —™, quand € = 0.
De plus :
PIDYNDW)—D N (z*e VISP(z*¢V)+Pl(fe VYN De)
SexXp(~C1;87 %) +exp(—e 77 Lexp(—e~713),
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pour & petit et ¢,, >0 constant, L’inégalité de Holder fournit alors C14>0
tel que :

(8) Ellz,.,50 ID]V(ZC)XN]mE[12n+1>OlDYnDWXN] +0 [exp~gr14],

Sur (Z,,, >&'") on majore 1oy o pw Xy par 2exp(—c~%) expII(Y), d’ou :

(19) E(lz,'.,.l:»-:l"‘i lpynowXN)$015eXp(—-cs-7).

On sait que A (4) >0 force c>0, et dans ce cas (17), (18) et (19) achévent
de prouver 12.4. Quand A(4)=0, on a c=0, mais (17) et (18) prouvent
déja 12.4 dans ce cas.

12.5. LEcas A(4)>0

On a alors ¢>0. Soit L Pentier tel que LN+ )A(m+2)N<L+1, et
fixons M tel que L<M<(N+1)A@n+2)n, De 12.4, on tire

(20) ‘1(5)=0(5M)+E[10w5[1 1Y) <e v e rar @ nz0)eXp M (€, ¥) [A]]

et 'expérance conditionnelle s’écrit

(21) { 1iyrger] (1772 F (e 2o, [6Xp M (g, p2))
R

—m2
x[ L exp 2=H) ]dy.
/2np 2p

Le changement de variable (légitime d’aprés 12, 1) y=d(g, cr), oi
0<t<e™, transforme Pintégrale (21) en (22) a I'aide de (4) et 11.(16) :

1 env od
(22) ﬁ-’; expl—cs+1(® (e, esN+J (e, ®(, es))]-lg;(s, €5)ds.

Posons yo=t(0)=Q,—(u?/2p) et :
(23) T[D (e, €5)]+J[e, O(e, ES)]=v,+S.

27 SERIE — TOME 109 — ]985 —_ N 3
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Sur Ieng¢
d’aprés (4),

(24)

La formu

Au vu de

on en dédui
(25)

avec la majo

(26)

Avec les )
usuels sont :

(27)

ou les restes
§€[0, 1] com

et une expres
que ;

(28)

-

|&
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Coitalors e >0 | gy lensemble DW et pour 0<s<e™, on a |@(e es) <6e’”r

d}ap,r,és,,(A),g,dloﬁ,mg’rﬁcc—Aé———lrl-.—(G)”et' T1:(16), 1a ‘majoration élémentaire :

exp—e ] (24) I5] <oy 62

La formule de Taylor usuelle donne pour un certain & €0, I}:
pII(Y), dou:

l L+]
expS= — 8?4 exp 88S.
P Z""’"‘pz (L+1)! P

Au vu de Pinéealité sui ..
t (19) achévent Incgalite suivante, tirée de (24),

(18) prouvent | SL+1
i (L+1)!

exp 53‘ <cp g*Dt-2n)

on en deduit ¢

i S° .
1 (25 = L+1
DNSL+1, et J (23) exp S Zospsap‘! LG PSR

avec la majoration suivante, vraie sur D W et pour 0<s<ge™,

1 Y)|al | @) |0y Seppsm2resn

Avec les notations 11.(13) et 11.(14), les développements de Tayior
usuels sont ; :

(D(E, ES)——— Zl{l-‘Slenl(s)-*-aL.,-l&)L"‘l’

(y__"‘_)f]dy_ .;(27) oD
2P ! —a_s_(e’ ES)—‘- le'sbainl’(s)+eL+l aéL-bly

D(e, £¢), ou

t11.(16): ou les restes &,,,, o, , 1 SC majorent comme suit; on écrit, pour un

8¢[0, 1] convenable :

, €5)ds. s Y (8¢, Bes)

B, = )
L+ Zl+j-L+1i TR

¢t une expression analogue pour 0@, ,,, c& qui par (6) donne cyg>0 tel
que ;

o

(28) [D,,,]+ [0®, .y | <e™*18, sur DW et 0<sge™.

l BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES



11-27-2007

801 581 6208 T-086

03:30pm  From=MATH LIBRARY

294 R. AZENCOTT

Puisque 1(y) et J (g, y) sont des polynémes a coefficients dans R[A], (23)
et (28) donnent directement, avec les notations 11.(17) :

(29) ’Yo+S=Zo«csleY:(3)+8"+1'}L+1-

ol ¥, 4, est un polyndme en ¢, s, @, ., 4 coefficients dans R (Al
Par suite, le calcul formel 11.(22) est remplacé par le développement

précis :

o
E(E’ Es)exp(yo+S)=e"[y ., &0 (s)

o Se " 1
+et*1ad, , ) [ZOSpSLP_; +efT NS

ou I'on substitue :

-~

S=3, st ENE+e Ty, L,
d’aprés (29). D’ou le développement (notations 11 .(22))

oP wy
(30) 5o & EDexp(vo+S)=e[F, el ni()+eL* Ay, ),

Ol M4, est un polyndme en ¢, s, 0d,, ,, S+ Yoe & coefficients dans

R[A] et done a fortiori un polyndmeene, 5,88, , ,, S, . ., ®, . , 4 coefficients

dans RI[A].
Sur DW et 0<s5<¢~7, on en déduit par (28) et (26) la majoration :

IﬁL+1 l KETT

(3

avec ¢,;9>0 constant.

P.043/057

F

L'intégrale (22) peut alors s’écrire :

(32)

ey(} ~ 8'].1 +8 ! Brsi)
/2 (lel { L 1)
avec

e~ Y
dse™“mMi.,.

£y
l-ll‘_" f dse_"m(s), F‘L+1=f

0

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — N° 3
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Notons, con

et soit @ la so
1<I<L. 1l exi

(33) l“l_’]l,

tandis que (31

(34)

De (32), (3:
petit :

(35)

avec :
(36)

Revenant a

(37 g@=o

Nous verros
Comme p, est
a EeWN, et

‘11=(]/. /2mp).

C23>0 tel que

(38) @ —
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:nts dans R[A], (23) +
< Notons, comme en.11.(24), p,=. f wdsAel‘imA(s)‘dc--sortc“quc*u,‘sR [AL~
(o]

1 et soit © la somme des modules des coefficients des polyndmes m,(s) pour
1 I1<I< L. 1l existe c,0>0 tel que pour 1 <IKL
s R[A].

: + oo
E 33 T - d —cs
le dével oppement (33) l =B , l ,[— ¥ se T ms)

+ o0
f Se*(rlZcT)f dse—(CGIZ)lnl(S)' S(r‘zo@e-uﬂ“ r,
' ]

tandis que (31) implique :

S* < p
s(,;'] +BL“SL+1], 1 (34) IV'L-HI Slah""”.
! ; ¢
De (32), (33) et (34), on déduit que Iintégrale (22) s’écrit, pour ¢ assez

petit :
G \/fnqpew(zxstsl,sluz*’a”l‘ILH):

'lﬁ“_l], | avec :
(36) [ty | ez e ™19 4¢,, @,

coefficients dans Revenant a (20), on obtient :

'L+1 acoefficients

!
B7) 2(®=0@E"+Y, (= E(Ipyerop)

majoration :
EL+1 -
L. + E(euy,, lpw).
JZ
Nous verrons ci-dessous que e’ est dans L,(Q) pour 1€a<1/l1—n.
| Comme p, est dans R[A), et que le vecteur aléatoire A appartient 2 %, on
12 Wwew, et p, admet donc des moments de tous ordres; donc
i a=0/ VZTP)E(e"on) est fini; linégalité de Holder et (13) fournissent
{1 ¢;3>0tel que:
L+ 1 (38) ’ql"'—l_E(lpwemP-:) e T2 pour I<I<L.

/27p

BULLETIN DES SCIENCES MATHEMATIQUES




801 581 6208

11-27-2007  03:31pm  From-MATH LIBRARY

296 R. AZENCOTT

D’autre part, par (36), on a :

(39) ] E(1py e JL-H.)I K087 7%20 E(e7°)+czl E (ev0 ®)<cz‘g“rczo,

car @ est par définition majoré par un polyndme en 4, donc appartient 4
W, de sorte que €' ® est dans L, (9.

De (37), (38) et (39), on conclut :
q(e)=0(e")+ szxmel%'f'o(&l‘“ ~¥620),

Comme ¢, ne dépend pas de ¥ (¢f. supra),
pour avoir L+1—yc¢,,>M et de conclure

(40) q(8)=21515L8‘q1+0(5M)'

il suffit de prendre y assez petit
que :

Reste & prouver 'assertion suivante qui a servi plus haut :

12.6. LEMME. — La v. 4. ¢' admer des moments d'ordre o finis pour
Isasl/l—mn, o n=n/(A).
Preuve. — En effot, pour un tel o, on a | X, [l fini d'aprés 9.(19).

Comme X, =expII(Y), ceci s’écrit E(expalI(Y))< + o0, et donc aprés

conditionnement par A :

E{f dyexp[ocn(y)-—w]}<+oo,
R 2p

ou encore d'aprés 11.(6) :

é’=E[(expaQa)f dyexp[(er, + E)y+ (ocQz— —-l-)yz:” < 400,
n P 2p

Comme (cf. 11.(6)), Q, est déterministe, ceci force o Q,—(12p)= —y2,
avec x>0 déterministe, et dong :

[t o)

IEVCLINRCT I 7)) V. L

x 4y x

d'ou &2 (_/2n/x) E (€*%), ce qui garantit e*%¢e L, (Q), et prouve le lemme .
car Yo =0, —(1?/2p). p

2 SERIE — TOME 109 — 1985 = N° 3
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12.7. LEcas A(4)-
On a alors ¢ =0. Fiy
(41) g(e)=o(eMy+E
=0

Sur DW, la relation i

{®( 0)<y<e™); 1
dong, sur DW,

fc=f '
D (e,

ou encore, d’aprés 11,

(42)

(43) 5

t

" Sur DWet|y|<e™, o

en (24), (25) et (26), or

(44) expJ(

avec |J|<cpgem26"2
HELRE

(45) exp.

ou [ est somme de f et
existe donc ¢,,>0 tel ¢

(46) || <e

Substituons (45) da
obtenir :

(47) S= ZOGJ
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. e :
$Cae€7 Y20,

onc appartient a

dre v assez petit

t:

dre a finis pour

d'aprés 9.(19).
. et donc apres

#]<se

-(1/2p)= —%2,
yp)? | /2

>

X

ouve le lemme

PETITES PERTURBATIONS ALEATOIRES 297

12.7. LEcas A(4)=0

Y0067 PT0467057  F=28T

~-On-a-alors ¢=0; Fixons L et M comme en 12.5. De 12.4, on tire :

@) q(e)=0EM)+E[lpy . py 1zyn1>0Xnl
=0(5M)+E[IDWE[1|Hs:"lr(:.r)aoexPM(€: Y)| Al
Sur DW, la relation

{D (e, O)<p<ge™};
donc, sur DW,

{ON<e T et F(e Y)=0} équivaut, d’aprés 12.1, a
Pespérance conditionneile E[...]|A] dans (41) sécrit
Y

c™Y ]
dy exx:[ ]
J;(c. oy J/2mp 2p

ou encore, d’aprés 11.(33) ;

(42) o=

s~y

dyexp [t(y)+J (e, y)].
Dz, 0)

(43) s=

Sur DWet|y| <&~ ona

|J (g, | e 56t~ d’aprés 11, (3'1), et, comme
en (24), (25) et (26), ‘

on en déduit que :

1 | ]
(44) expJ (& y)=3, SJsLJT—I Ve p)Y +e+*2 ],

avee |J] <e68™2 %407 De (44) et 11.(32), on déduit, sur DW et
|yl <e™:
(45) eXpJ(& ¥)=3 0 ;< & L)+ 1],

ot [ est somme de J et d’un polynéme en ¢, y & coefficients dans R[A}; il
existe donc ¢,,>0 tel que :

(46) 7| ge~*27 sur DW e |yl e,

Substituons (45) dans
obtenir :

(43) et utilisons les notations 11.(35) pour

(47 o= Dosicn ¥ {Fi[@ (e, 0] —Fy(e™n )} +e++1 7,
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ou | £| <y /27cpﬁf]exp'c(y)dy. De (46), on tire :

(48) E(lpwlﬁl)@‘*‘”E[ fcxpr(y)dy
4]

/2np

=g~ Y27 E[CXDH(J’)]SCZB g2 |

Rappelons que () est un polyndme de degré 2, avec terme de plus
haut degré & coefficient déterministe <0 (¢f. lemme 12. 6) de sorte que les
intégrales F;(s) sont bien définies. On a dailleurs par 11.(35), pour
05/,

ENFEISEN 1 50|11 |expIL(y))

SC0 B[l y, 27O (1 + [ Yl)‘”expl'l(}’)],

ol @ est la somme des modules des cocfficients des polynémes I;(y),

0<j< L. Ces coefficients étant dans R [A], on voit que @ e % et a donc des -

moments de tous ordres, Par suite [@ (1 -+ | Y|)2expII(Y)] est dans L, ()
pour 1 Sa<1/l—mn et I'indgalité de Halder donne :

(49) E(1F e 1<es0[P(| Y] > =1 g oxp g mren,
Bvee ¢34 >0. De (48), (49), (47) et (41), on conclut :
(50 4@=0EM+ENp Y, ¢ ¢, 2 [0, Ol +0 (e-* 1 vy,
Pour 1<a<1/1—mn, 11.(35) fournit €32 () tel que pour 0L, seR:
(51) E(|Fo @) [I<EN (V) expTI(Y) [ <0y, ()

Sur DW et pour |s| <6~ avec ¢ petit, on a |t(s)| <147, d'autre
part (cf. 11.(36)), pour i1, on a Fyy (s)=TI,(s)exp(s), et pour [s| <],
il est clair que |T1,,(s)| < I, o M e R[A] car I, est & coefficients dans
R{A)Dou :

52) E[IDWIFji(s.)l]sE[nﬂel+Yo]<cs3:

dour |s| <6677, 0L, 1<i<L.
La formule de Taylor donne, pour un del0, 1]:

53) Fj (S)=Zog‘s_Lsin,‘f‘sL-Ple.Lq_l(53).

2° SERIE — TOME 109 — 1985 — Nn° 3
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et o

PETI

D’aprés (4), on a sur
(53) entrainont ;

(54)  E1p Fy[® (e, O]
tandis que (27) et (28) d
(55) D (e,
avec :

(56)

Définissons les v, e R [

(57) Ellpw Yye,e, &'F

ol vy, est une combi
polynomiaux en {g; &,

(56) montre alors Pexist:

- (58)

Les relations (50), (57
(59) 9(e)=o0(e")

On prendra donc Y as
Enfin, les v, étant (cf.
a coefficients dans Rz
I<a<1/l=m, on a v, e
donne alors ¢,4>0 tel g

. [2;

Par conséquent, (59)

(60) ¢
et 9.4 entraine alors :

(61) P (x5

BULLETIN DES SCIENCES MAT)



11-27-2007-—03:31pm-——Fron-MATH-LIBRARY

PETITES PERTURBATIONS ALEATOIRES 299

D’aprés (4), onasur DW Ia majoration |® (g, 0)| <6&'~*: ainsi (52) et

§01-581-6208 T-086~—P 0487057 ~Fe287

(53)_entrainent :

V<cyp 5—.’:27]'

¢ terme de plus
de sorte que les
© 11.(35), pour

|2 exp M1 (Y)],
dlynémes 1;(y),

# et a donc des
lest dans L, (Q)

-ye
3!7

1"7"27)‘
0</j<L, seR:
1+ yo; d'autre

1 pour ,s[ <1,
efficients dans

Bdms e

(54 Elloy £, O=E[lpw Y gie, @, 0) fi+0 (g&* Dt -m)

tandis que (27) et (28) donnent :

(55) O (e, O)=Zl<‘s,_a’¢,o+s"“tf>“,
avec :
(56) I@“,]se""lﬂ sur DW,

Définissons les v, e R [A] par 11.(41); de (54), (55), on tire :

=E[lbw(Zoqksba"vk-f-t;lﬁl)].{_o(e(l.-i-l)(l‘v))’

oll D4, est une combinaison linéaire des f;, 0<i,j<L, a coefficients
polynomiaux en {¢ &, , ,; ®,, ISISL}. Mais les @, étant dans R[A],
(56) montre alors I'existence de C34>0 el que :

(58) [rey| €773 sur DW.
Les relations (50), (57) et (58) fournissent ¢35>0 tel que :

(59) q(e)=0(c™) + ZOSjSL e E (1 v)+0 (gh+1reas),

On prendra donc Y assez petit pour que L+ ] —YCis>M.

Enfin, les v, étant (cf. 11.(41)) des combinaisons linéaires finjes des S
i coefficients dans R[A), et les Ju=e"TII,(0) étant dans L.(Q) pour
I€a<1/l=mn, on a v €L, (Q) pour 1ga<l/l~n, L'inégalité de Holder
donne alors ¢;5>0 tel que les X;=E(v), 0<j< L, vérifient :

%= E(lowv))| Sexp(—er),
Par conséquent, (59) devient :
(60) 1@ =0(e"+ Ty e, 81,
et 9.4 entraine alors

(61) P(x, reA)=0(")+ Zosjsr.e]xi'
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APPENDICE

Compléments sur la fonctionnelle A (A)
A.. 1. LE DOMAINE DE CONVEXITE STRICTE mé L'BNERGIE

Considérons le systéme perturbé x* vérifiant 1. 1 et soit A sa transformée
de Cramer.

A . 1.1, PROPOSITION. — Il existe un unique point ¢ € C;, tel que N’ (¢) =0,
et @ est la solution du systéme déterministe limite de 1. (1) pour £ = 0, c’est-
a-dire que ¢;=b,(0, ¢,) et Po=x. De plus, ¢ est I'unique poinr de C, tel
que A (¢)=0.

Preuve. — Soit 9eC; et @,=;—b,(0, o). Pour chaque t>0, il existe
une unique forme bilinéaire G, : R™ x R™ — R™ telle que :

. T (@)v. u=(G u?)*.v pour tout u, ve R™,

D’aprés 7.(4), A’ (¢) =0 implique, pour tout geCy :

T _ , 1 B
J [‘P*-Fm(g "‘bo1g)+‘2‘(G(Dz)-g}dI=0,
0

d’ou I'identité ;

T/ - - -

J (Ech’-—bg‘l Fo(p>du=ro(t)(p, pour O0<t<T.

Par suite, k, =X, (£) , est solution de Péquation différentielle :
k'=Kk*—bg k sur [0, T), avec kr=0,

ou K=1/2Go(I'y'®I;*). Ceci force k=0, d'oy p=0.

A.1.2. PROPOSITION. — Soit ¢ Iq trajectoire limite du systéme perturbé
x" vérifiant 1.1 et soit |||. ||| la norme sur Ci (cf. § 1). Alors, il existe des
constantes k;>0, 0<j<4 ayant les propriétés suivantes :

) le—rllw<klile—r]|
@ l-oll < TRkl £~0l] pouwr fec, A<k,

) ks—ke /XCH]| 2]

A (Neg?

pour |, geC,

pour geCy,, feC,

2° SERIE ~— TOME 109 — 1985 — po 3
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En particuli
de convexite

Preuve. -

d’ol (1) par
de centre P;
CLA(Sf)<ks

La définit
(4)

L'applicat
(@)=~

ou z est la d
son inverse e
inverse locals
sont localem:

” jr]’z'
5) {
U=
Clairement
Soit v, la f
(6)

Soient £ (1
dans L, [0, T
usuelle. L’apy
sur Iouvert B
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A sa transformée

tel que A’ (p)=0,
pour € = 0, C’est-
e point de C, tel

ue >0, i existe

R™.

mn
Al
hq]

e :

ystéme perturbé
rs, il existe des

(f)<k0’

C:c: A' (f) < kO’

y

| e convexité RC (x).de A-en-x; défini en 2.3, est posicf serict.
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En particulier, 1" ( f) est définie positive pour A(f) assez petit, et le rayon

Preuve. — Pour g, feC,, on peut écrire :
' ¢
g(t)~f(t)=f (&'~ 1) ds;
[o]

d’ou (1) par Pinégalité de Schwartz, Fixons une petite boule ouverte B C,
de centre ©; alors, A atteint sa borne inférieure & sur (C:—B), d’oit k>0,
et A(f) <k, implique f e B,

T
La définition k(f)=l/2f F*T(f) fdt fournit alors kg >0 tel que :
. ]

@ é”fnzs/X”(f><k6nfuz, dés que A(f)<k,

L'application @  de C., dans L,[o, T]  définie  par
(@) =T=f;=b0, f) est de classe >2 au voisinage de ¢ et :

’ / ab ’
(-@f-g)sg,-gz—’(&f,)-g. pour geCg,

ot z est la deuxiéme variable dans b,(., .}. On voit que 9 est inversible;
son inverse est continue (théoréme du graphe fermé) et @ admet donc une
inverse locale de classe =1 au voisinage de (; en particulier, 2! et 9

sont localement lipschitziennes. Cecj donne k,>0, kg>0 tels que :

5 { 17lk=1127-2 oll.<ks I /=0 pour || /- <k,
fllf'*wlﬂ=Illﬂ"f—ﬂf’“‘olllskvllfﬂz pour || J|l,<ks.
Clairement, (4) et (5) prouvent "assertion (2).

Soit v, la forme quadratique suivante sur Co (¢f. 9.(9)) :
1 T
(6) v,gZ-Ef (27.8)*.T(f). ;. gdr.
o]

Soient E (resp. F) Tespace des applications linéaires continues de Co
dans L, [0, T (resp. de L, [0, T] dans C;) muni de la norme banachique
usuelle. L’application S =2} de C, dans E est clairement de classe >1
sur 'ouvert B; 9/ étant inversible, on en déduit que B et (2%)! restent
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bornés en norme dans E et F respectivement, lorsque | /=0l tend vers
zéro, Il existe donc kg, k,,>0 tels que !

|
D &Nell N7 sllasksllell  pour [[r-6 o<k gecs,

et (6) fournit alors ,, >0 tel que ;
1

<8)rlllg|l|’<lvfg’lﬁkulllglllz pour || f—¢| . <k g&Cs.
11

Posons X, =1/2)"(/); d’apres 7.(5), on a =X, +v, avec X, défini
par 7.(6). Pour || f ~@|| , <k, la formule 7. (6) donne facilement kyy>0
vérifiant pour tout ge Cj :

Ra?| <kl Tl 097 el llella+ I TI2 22+ 1 7l g2
d’on, d’aprés (7), (8) et (1) :
%8I <kl Tlallell®  pour || f~oll<k, ||Fla<t gech
Gréce 4 (4), on en tire finalement :

O |Rag* <k SAD g2 pour A(f)<k,, et geCy.

A.2. F ONCTIONNELLE DE CRAMER ET QUVERTS CONVEXES

A.2.1. TuEorREME. — Soit x°* un systéme dynamique perturbé
vérifiant 1.1, Soit A un ouvert convexe de C,. Alors, la foncrionnelle de
Cramer A associée aux x* vérifie :

(10) A(A)=A(A)=~lim, ., ye*log P (5. ;€ A).

Preuve. — D’aprés 2.4, il suffit de prouver que A(A)=A(A). Soit 4
adhérence de A dans C,; A4 étant ouvert, A (A) est fini si A est non vide,
et donec A(A)=A (AN CL). Soit of =, Padhérence de 4N C, pour la
topologie de C} et soit geCL~af. 1l existe alors, puisque 4 N C est

ouvert convexe dans C7, un nombre a et une fonctionnelle affine continue |

¢ C,— Rrelsque:
(11) ®hza pour tout hes/, mais Bg<a,

Si @ n’était pas continue sur C; pour la norme || ||, il existerait une ;
suite k, dans C; tclic que ||h, ||, =0 et ®h, — 1. Pour tour he 4 C.e }

2° SERIE ~— TOME 109 — 1985 — N° 3
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seR, on aur
grand, d’ou :

ce qui est imj
Done, ¢ «¢
prolonge en 1
Puisque 4
force ®hz=a
implique g¢.
voit que 4 N
D’autre pa
définition de
Al

et finalement

A.2.2. TH
rayon de cont
tel que A(
Af)=A(4)-

Preuve. —
p tel que A(«
sur 'ouvert ¢

On sait |
ASf)=A(A):
on aurait A(
rajt la stricte

Enfin, si f
A(S)=0dou

A.3 Uty

A.3.1. Pg
M) =A(A).
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s€R, on aurait, 4 étant ouvert dans C,, h+sf,ea N C; pour n assez
grand, d’on :

Jbskl()’ gEC6:

0 SK;0, ge Cy.

tv, avec X, défini
¢ facilement k,,>0

N FA Y FAEA

,]”2<]a 85C6-

et geCy,.

3

namique perturbé
'a fonctionnelle de

0.

4)=A (4). Soit A
$i A est non vide,
* AN C, pour la
isque 4N C, est
le affine continue

» il existerait une
out he AN C: et

Dh+s=lim, +oPh+sf) >0,

ce qui est impossible pour 5 <0 convenablement choisi.

Donc, ® est continue sur Cx pour la norme || || et par suite se
prolonge en une unique fonctionnelle @ affine continue sur C..

Puisque 4 M C, est dense dans 1 pour la topologie de C_, Ia relation (11)
force ®h>q pour tout he A et donc g¢A. Ainsi la relation geCl—uo
implique g¢ 4, d'oy 1 M C.c. Linclusion inverse étant évidente, on
voit que AN C= .

D’autre part, A étant continue sur C,, pour la topologie de C., on a par
définition de o -

Al)=infy o X (g)=inf,, , . c: M(g)=A (4 N C=A(4)
et finalement :

AA=A(ANC)=A(2)=A(4).

A.2.2, THEOREME. — Mémes hypothéses quen A.2.1. Soir RC(x) le
rayon de convexité de )\ en x défini en 2.3, Soit A un ouvert convexe de C,
tel que A(A)<RC(x). Alors, il existe un unigue fed tel que
k(f)=A(A)=A(}f). De plus, si A (4)>0, on afedA.

Preuve. — Soit A un ouvert convexe de C, tel que A(A)<RC (x). Fixons
ptel que A(4) < P<RC(x). La fonction A est (cf- 2.3) strictement convexe
sur 'ouvert convexe B de C7, défini par B— {geC.r(g)<p}.

On sait (cf 2.2) quil existe fed tel que AMS)=A(4), dou
MA=AA)=AA)par A.2.1, $}] cxistait ge 4 avec g+ fet A(f)=A(g),
onaurait A(f)=XA(g)<A (uf +(1—u)g) pour tout ue [0, 1}, ce qui contredi-
rait la stricte convexité de ) sur B. D’ou Punicité de fdans 4,

Enfin, si f appartient a Pouvert 4, on a A’(f)=0 et donc, par A. 1.1,
A(f)=0d'ot A(4)=0.

A.3. UTiLisaTioN DE L’EQUATION LOCALE DE A

A.3.1. ProPoSITION, — $oir A un ouvert de C, et fed rel que
A=A (A). Supposons S €0A (ce qui est toujours vrai $i A(A)>0) et 04
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de classe (n+3) en f. Alors, on a A(N)=A(4)=A (4). De plus, si on écrit
I'équation locale de A en f:

AN +W)={f+g|gew, G(f+8)>0},

avec W boule ouverte de cenpre ( dans Coet G [+ W — R Joncrionnelle de
classe n+3 vérifiant G'(f )#0, alors, il existe un nompre c20 rel que
AM(D=cG' (f); de plus, {c=0} si et seulement s {A()=0}. Enfin, I
forme quadrarigye (N —ecG (f )] est positive au sens large sur Cy N\ K, o4
K=Cy est le noyau de G'(f), D'aurre parr, si A est convexe ay voisinage
de f, ona G” (f)<0 sur K4 K,

Preuve. — Posons G, =G (), G,=(1/2) G"(f), et Sixons heCj tel que
G, h=1. Soit Ke=Cy le noyau de G,. Identifions C, avec {/+Rh+K)
en écrivant tout Y€ C, sous la forme :

Y=S4uh+k avec ueR et keKk,

¢e qui impose :

U=u(N=G;.(y~f) et k=y—f—u(y)h

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe des voisinages
convexes Uy, U, de 0 dans R et K, et une fonctionnelle V:U, - R de
classe (n+3) tels que, pouruel, et keU,, on ait uh+ke W et ;

1) G(f+uh+k)=0' = u=\y(k),
( G(f+uh+k)>0 < u > (k).
L’identité :
(2) G +V k) h+k)=0 pour keU,,
entraine par dérivations successjves -
(3) |
, 1.
V(O)=0,  ¥(0)=0; 5\1! (0)=-a,.
Posons V=U, h+U;; d’aprés (1), ona:
(4) Am(f+V)-_—{f+uh+kfueU,,keUZ,u>w(k)}.
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Ceci p
S=lim, _ .
A(A)=xr(
on concluf

Posons
keU,Nc
ved et dc

(5)
tandis que
(6)

Soit u>
tend vers z
Ay k=0,

Soit ke
u> -G,k

- Comme (6

conclut qu
a t2u, tk
{ud, h+2

Faisons

(7)

€n notant .
Les rela
définition
O=A,=)\"
Enfin, sj
ment §” (0
A.3.2
H:f+Vv-~
avec V bou
petit, on a

®)
©)
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2 plus, si on écrir

)

! fonctionnelle de
re ¢20 rel que
1=0}. Enfin, Ia
2sur Co M K, ou
*Xe au voisinage

s he Cj tel que
: {f-i—Rh-{-K}

h.

des voisinages
ViU, >R de
Vet:
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Ceci prouve qQu'on peut trouver des JieAN(f+ V) tels que
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f=lim, +w J; pour la topologie de C..-Mais ‘est'continue sur €., d’on

‘”"A”(Z);"A. N =lim,_ , A{f)>A(4). Comme on a toujours A ()< A (A4),

on conclut que K(f)=A(}l')——-A(A).

Posons A, =3'(y), A=(1/2A"(f). Soit Y=f+uh+k avec e U,
ke U, N €}, de sorte que yeC;. Alors, 1a relation {u=y (%)} implique
7€4 et donc { A(N=A(N=0}. Cette derniére relation s’écrit -

(5) 11.(uh+k)+x2(uh+k)2+0(]u]3+H[k”j’);o,
1andis que {uzv(k)} s’écrit, d’apres (3):
(6) uz =G, k*+0(||k]2).

Soitu>0et ke U, N Cy; alors (6) est vraie pour (zu, 12 k) quand reR*
tend vers 2éro. Comme (6) implique (5), on en tire, quand ¢ = 0, la relation
A h20,

Soit keU, N C, avec k]l assez petit; il existe alors ue U, tel que
U> -G k2 Alors, (6) est vraje pour (£*u, tk) quand teR™ tend vers zéro.
Comme (6) implique (5), on en tire A, k>0, Remplagant & par —k, on
conclut que A, est nul sur ¥ M Co. Mais Pimplication (6) = (5), appliquée
a r*u, tk avec U>—G,k? entraine * aors pour t—0 la relation
{uhyh+d,k230), |

Faisons décroitre u vers ~G, k? pour conclure

7 (—eGy+A)k220 pour keKNC),

€n notant c la constante c=x,h>0. .
Les relations {%, nul sur KNCy X h=c; G h=1} entrainent, par
definition de K, A=cG, sur Cj. Remarquons que ¢=0 équivaut a
0=X, =X"(/) et donc & A(A=A(f)=0d’aprés A. 1.1
Enfin, si A4 est convexe an voisinage de f; la relation (4) entraine classique-
ment i (0) 2 0 sur K, et donc d’aprés (3) G, k2 <0 pour ke K,

A.3.2. PROPOSITION, — Soit A ouvert de C, comme en A.3.1. Soir
H:f+VaR I'équation locgle corrigée de 4 définie aqu paragraphe 4. |,
avec V boule ouverte de cenrre 0 er de rayon r dang Co. Alors, pour v assez
petit, on q :

) HW=u) =¥~ r—umyn),
% Aﬂ(f+V)={YEf+V]H(Y)>0}.
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De plus, si on pose :
G==GN() @ Hy= FHI D,
ona: ‘ -
(10) H,=G,|, Hy=Go(p®p),

ou p: Cy— K est la projection PY=y—(G,7)h
En particulier, A, =c H, avec ¢>0 comme plus haut, et la forme quadra-
tique (—c H,+X;) est définie positive sur tour Ca dés que A est convexe

au voisinage de f et vérifie A(A)<RC(x) ot RC(x) est le rayon de
convexité de A en x,

A.3.3. Remarque. — Les H; sont des polyndmes en G, . . . G, faciles
a expliciter car, pour j>2, on a :

(11) Hy=—\,op®  avec \flj?-‘-%\llu’(O).
J!

Par exemple, on a pour veCy:

(12) Hyy’ =Gy (0y)>~2G,[py, (G,. (pY)?) A

A.3.4, Preuwesde A.3.2 ¢t A.3.3. — Conservonsles notations de la
preuve de A.3.1. Si on pose V=U, h+ U,, I'assertion (9) est une traduc-
tion immédiate de (4). Les formules (10), (11), (12) se déduisent élémentaire-
ment des identités (2), (3), (8). Enfin, si A est convexe au voisinage de f,
la restriction de G, 4 K est négative au sens large d’aprés A.3.2. Comme
H,y*=G,.(py)? avec pyeK, on voit que H,<0 sur Cy x Cy. Quand A,

est définie positive sur Cj, il en est done g Jortiori de méme pour |

(—cHy+4,) car ¢20. Or, la relation A(A)<RC(x) implique A,>0 sur
Co—{0}.

A.3.5. Remarque. — Sans hypothése de convexité en S pour A, ou de

positivité pour A,, la forme quadratique (—cH,+X,) est positive au sens |

large sur Cj si er seulement si :

(13) Xy h? 20,
a condition de choisir he Cjy tel que :
(14) G, h=1 et Ay(h, k)=0 pour tout keKN Cs.
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I existe toujours un unique h vérifiant (14) comme on le vérifie facilement
4 partir de I'expression 7.(5) de A,.

T-086  P.056/057 F-287

i forme quadra-
: A est convexe
st le rayon de

1. Gy faciles

10tations de la
:st une traduc-
nt élémentaire-
voisinage de f
.3.2. Comme
Co. Quand 2,
> méme pour
que A, >0 sur

pour A, ou de
W$itive au sens

1

Vérifions que (13), (14) équivalent a (—¢H,+2,)20. De (14), (10) et
de ph=0, on conclut en effet que 4 est orthogonal 4 KN Co, relativement
d la forme quadratique * - €Hy+1,), et que (—c H, +1,)h3 = X, h%; d’autre
part sur KM Cp, (—¢ Hy+,) coincide avec (—¢Gy+2;) par (10), et cst
donc 20 par A, 3. 1; d’ou Passertion ci-dessus,

En fait, sauf situations trés particuliéres (et sirement pas génériques),
quand il n’existe dans 4 quun sey] Jtel que A(f)=A(A), l'argument A . 3. 1
garantit « pratiquement » que (—cG,+A,) est définie positive sur (KM
Co) x (KM Cp), et le raisonnement ci-dessus montre alors que (~c H, +2X5)
est définie positive sur tous Cb si et seulement si le h donne par (14) vérifie
A h2>0.

A.3.6. ProroSITION. — Soir A Ia transformée de Cramer du systéme
perturbé x° vérifiant 1. 1, de point initial fixé x. Alors, il existe un nombre
ky0>0 ayant la propriété suivante :

Toute partie A de C, vérifiant 3.4 er localement convexe ay point fe4
tel que A(f)=A () vérific : '

(15) I—kyo /ATD <N (A)<],
ou le nombre N(4) est défini (cf.  9.(9), 9.(10)) par

U(A)=infv,,42=1 (1'2 -CHZ)gZ'

Preuve. — Puisque A4 est convexe au voisinage de f, on a H,<0 sur

tout C, d'aprés (10) et A. 3.1, donc : (Aa~cHy)g*=1, g%

Comme A, =X, +v,, on en déduit que:n(4)>1-sup, 2., %,g%

Mais les inégaljtés (8), (9) du paragraphe A. 1, 2 fournissent kig ki7>0
tels que :

%282 <kyy /XD

d’ou la conclusion :

pour k(f)<k15 et ng2=—‘1,

n(A)z1-k,,

ASY  pour A(f)<k,,

Comme A(f)=A (A4), ceci prouve (15)
0<n(A4)<1 pour A(A)<RC(x).

car on sait (¢f. lemme 9. 5) que
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